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Introducéo
Por que analisar a energética modal das andlises e dos resultados de modelos para a atmosfera?

A energética da atmosfera é um dos componentes mais importantes de ser representado nos
modelos numéricos. A particdo de energia entre os modos normais de oscilacdo na condicdo
inicial é fator determinante na evolugdo dos campos com o tempo, incluindo as trocas de energia
entre modos, principalmente nas escalas de sua previsdo. Na escala climatica, as forcantes
excitam ondas livres que ganham energia e passam a participar do processo de particdo de
energia. Entdo, é importante avaliar o quanto os modelos representam esses processos de
particdo de energia adequadamente, ou seja, fazer uma analise da energética modal do modelo
e comparar com a sua contraparte das andlises usadas como condi¢des iniciais, ou com
reandlises ou com andlises finais.

Além disso, informacdes da distribuicdo espectral de energia da atmosfera sdo importantes para
selecionar adequadamente as resolu¢cdes computacionais para resolver as equacdes
prognosticas de previsdo numeérica de tempo ou clima. Estas informagdes sdo também Uteis para
fins de parametrizar os mecanismos de dissipacéo de energia em escala subgrade nas equacdes
de previsdo tanto em diferencgas finitas quanto em forma espectral.

Como é feita a andlise da energética modal?

O ideal seria analisar a energética com os campos na saida dos modelos, na grade 3D do
modelo, utilizando os modos verticais correspondentes as grades horizontal e vertical do modelo.
Porém, isso demandaria uma enorme quantidade adicional de armazenamento junto com as
saidas do pds-processamento, o que em modelos de alta resolucdo pode tornar-se de alto custo.
Além disso, a determinacdo dos modos de modelos pode ser complexa dependendo da grade e
metodologia de integracéo espacial. Em modelos espectrais globais ja € bem conhecida a forma
de se obter os modos normais, porém em modelos com equacdes discretizadas fica muito dificil
essa determinacao; em modelos com grades néo estruturadas a dificuldade fica maior ainda.

Portanto, foi desenvolvido um procedimento para analisar a decomposicao vertical diretamente
em coordenadas de pressao, pois a andlise modal horizontal € independente de qual coordenada
vertical € usada no modelo, o que permite fazer a analise da energética modal diretamente nos
campos pos-processados e em andlises ou reandlises, que normalmente tem grades horizontais
em longitude e latitude e na vertical sdo niveis de pressao. Porém, ha que se ter cuidado com a
distribuicdo dos niveis de presséo: idealmente devem ser os mais proximos possiveis da grade
vertical do modelo, incluindo niveis estratosféricos para se analisar melhor as trocas de energia
entre modos verticais. Note que os modos normais calculados dessa forma nao sdo os modos
normais do modelo e, sim, da grade vertical do pés-processamento. Entdo, ha que se ter cuidado
na escolha dos niveis de pressao do pos-processamento quando se faz a analise da energética
modal nas saidas pés-processadas.

Os modos verticais podem ser agrupados em classes de acordo com sua estrutura vertical e a
distribuicdo horizontal de porcentagem de energia em modos verticais. Tal classificacdo € em
termos do valor da altura equivalente H,, , onde n é a ordem do modo vertical tal que n =0,
1, 2,3, ... O célculo da altura equivalente sera mostrado posteriormente e a classificacéo é dada
por:



e Classe 0: modos tais que H,, = 600 m;

e Classe 1: modos tais que 100m < H,, < 600m ;
e Classe 2: modos taisque 10m < H, < 100 m ;
e Classe 3: modostaisque 1m< H,<10m;

e Classe 4: modostaisque H,<1m.

Ricardo Bonatti (2004) foi o primeiro a classificar os modos dessa forma e Borges Mendonca
(2005) e Borges Mendonca e Bonatti (2008) consideraram da mesma forma, porém so6 definiram
as 3 primeiras classes; posteriormente, Bonatti (2020) incluiu as outras duas classes. A classe 0
inclui o modo externo ou barotropico, dado que sua estrutura vertical ndo apresenta zeros e a
estrutura vertical dos demais modos desta classe tem zeros na estratosfera acima de 200 hPa,
podendo ser considerados barotropicos na troposfera, sendo importantes na energética do
cinturdo de altas de latitudes médias, as quais tem estrutura barotropica equivalente. As demais
classes possuem modos baroclinicos, sendo que a classe 1 tem modos cuja estrutura vertical
tem maximos na alta (em torno de 250 hPa) e baixa (em torno de 850 hPa) troposfera com sinais
trocados e possuindo valor nulo em niveis intermediérios (em torno de 500 hPa). A classe 1 €
importante nas regides tropicais onde ha conveccdo em grande escala. A classe 2 sdo modos
importantes para processos de niveis mais baixos, incluindo a camada limite. A classe 3 e 4 tem
também importancia em baixos niveis, porém a 4 tem maior energia onde ha topografia
acentuada e processos de superficie importantes. Quando nado se inclui niveis suficientes na
estratosfera a classe 0, e mesmo a classe 1, ficam com poucos modos em compara¢cao com o
modelo e a andlise fica prejudicada nao refletindo a particdo de energia que o modelo de fato
fez. Isso porque, principalmente os de classe 0 e alguns da classe 1, tem variacdes relevantes
na estratosfera e precisam de resolucéo nessa regiao para serem identificados.

Separacdo em Estruturas Vertical e Horizontal

Para representar a distribuicdo espectral de energia nas escalas horizontais (longitude e latitude)
e vertical (altitude), sdo necessarias funcdes modos normais tridimensionais, que formem uma
base completa e ortogonal, representando simultaneamente os campos de vento e de massa.
Esta base de fun¢des sdo as autofuncdes, com os correspondentes autovalores, do modelo de
equacdes primitivas linearizadas. A descricdo a seguir é baseada em Andrade (1994), Ricardo
Bonatti (2004) e Borges Mendoncga (2005). Os modos normais de oscilagdo na atmosfera séo
construidos reescrevendo as equacfes da continuidade e termodinamica em uma nova forma.
Os procedimentos para obter a decomposi¢cédo das estruturas vertical e horizontal em modos
normais sao mostrados na figura 1.

Estas solucdes sdo compostas de modos normais verticais e horizontais, que podem ser
separados ao se considerar um estado basico em repouso e temperatura hidrostatica
dependendo apenas da vertical. A constante de separacgéo, referida como altura equivalente, é
0 autovalor da equacédo da estrutura vertical a qual é ordinaria de segundo grau e acopla os
modos verticais e horizontais (figura 1). Para a horizontal, h& tantos conjuntos de equac¢des para
vento zonal, vento meridional e altura quanto o numero de autovalores verticais e a parte linear
é formalmente idéntica as equacfes da agua-rasa linearizadas, cujos autovalores sdo as
frequéncias de oscilagdo permitidas pelo sistema. Os modos verticais S&0 compostos por um
modo externo (barotropico divergente equivalente) e modos internos (baroclinicos). Ha tantos
modos quanto o numero de camadas considerados na vertical. Os modos horizontais sao
compostos de ondas de Rossby, Kelvin, mista Rossby-gravidade e gravidade inercial com
propagacdo para leste e para oeste, que sdo conhecidas como fungbes de Hough. As
autofuncdes na vertical e na horizontal formam bases independentes de fun¢gdes adequadas para
a representacao da energética atmosférica em escala global.
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Figura 1 — Procedimento para obter os modos verticais e horizontais.

Seré& discutida a seguir a separacdo de variaveis considerando a pressao como coordenada
vertical. A discussao seguira Ambacher e Waite (2020) e Marques et al (2020), os quais se
basearam em Daley (1991). As equacdes, em coordenadas horizontais esféricas e verticais de
pressdo, para o0 movimento zonal, movimento meridional, continuidade, termodinamica e
hidrostatica podem ser escritas, respectivamente, como:
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Usando a hidrostatica (5) na equacéo da energia termodinamica (6) e dividindo por T, obtém-se
a equacao da energia termodinamica hidrostatica como:
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w' (dp/dt) é avelocidade vertical em coordenadas de pressdo, p é a pressdo, z ¢é altura
geopotencial, A é alongitude, ¢ é a latitude, 2{)sin @ é o parametro de Coriolis, () é a taxa
de rotacdo da Terra, a é o raio médio da Terra, R; é a contante do gas para o ar seco, Cp €0
calor especifico a pressdo constante, g a aceleragao da gravidade, R,, e R,, sdo as resultantes
que compOem a parte ndo linear das equagdes do movimento zonal e meridional,
respectivamente, Q é a taxa de calor (aquecimento diabatico), Fr é o termo relativo a dissipagao

de calor, f‘(p) € um parametro de estabilidade estatica dependendo s6 da presséo e T(p) €a
temperatura hidrostatica do estado basico. O til representa o estado basico e as linhas as

perturbacdes onde z' = z — Z(p) tal que

dz R4T 8

dp g’ (8)
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Diferenciando-se (12) com relacdo a p e utilizando a equagao da continuidade (3), chega-se
finalmente a:
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com Ry, representando a derivada vertical dos termos néo-lineares, do aquecimento diabatico e
dos forcantes (como o resfriamento).

Considerando que as variaveis de vento horizontal e altura geopotencial possam ser separadas
em uma dependéncia horizontal, longitude e latitude, e no tempo (4, ¢,t) e na vertical (p),
estas podem ser expressas por:

u' 1
v'|(4o,pt) = [0 (4et) P(p), (11)
z' h

onde 1,7 eh representam a estrutura horizontal e W representa a estrutura vertical. Os
forcantes também podem ser expandidos em uma estrutura horizontal e uma vertical, tal que:

R, R,
Ry|(A o,p,t) = [R,| (4, 0, 1) ¥(p), (12)
Ry, R,

Usando (11) e (12) em (1), (2) e (10), as equacdes para essas variaveis sdo dadas por:
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onde —1/H é a constante de separacéo definida convenientemente, H é conhecida como
altura equivalente, pois a segunda igualdade da equacéo 15 leva a

oh o1l d(Dcos @ )) ~
— =R 1
ot + (a cos @dA + adp hr (16)

gue juntamente com as equacdes 13 e 14 representam as equacdes da agua rasa linearizadas

dando a estrutura horizontal para cada altura equivalente H se a divergéncia horizontal néo for
nula (equacéo 16). As equacdes 13, 14 e 15 representam a estrutura horizontal.

O primeiro termo juntamente com o terceiro da equacao 15 da a equacao da estrutura vertical
como

d /1d¥ 1
—(:—)+—LP=0, (17)
dp \I' dp H
Entdo, H é o autovalorde 17e W ¢é o autovetor, o gue caracteriza um conjunto de valores

tanto para a altura equivalente, quanto a sua correspondente estrutura vertical. Como as
equacOes das estruturas horizontal e vertical foram estabelecidas baseadas em equacdes
linearizadas, tem a mesma forma quando outras coordenadas verticais sdo utilizadas, como por
exemplo, a coordenada sigma que modula a topografia (Staniforth et al, 1985).

Para resolver a equacdo 17 é necessario estabelecer duas condi¢cdes de contorno, que serao
consideradas como tampas rigidas dada por w = dz/dt =0 no topo e na superficie,
resultando em:

a¥ PSgT‘ . .
dp-I-RdTSLP—O,emp—pS (18)
ay PTgT‘ _ _
dp+RdTT =0,em p =pr, (19a)

onde os subscritos S e T representam, respectivamente, a superficie e o topo do modelo
(Daley, 1991). Embora condi¢bes de contorno de tampa rigida ndo sejam exatamente realistas
para o contorno superior, Sdo convenientes e consistentes com as condi¢cdes de contorno com
os modelos comumente utilizados. Para minimizar o problema da condig&o de contorno superior,
e seguindo Kashara e Puri (1981), a condi¢ao de contorno no topo torna-se:



av .
4, = finito, em p = pr, (19b)

e, em geral, esse valor finito pode ser considerado nulo, sem perda de generalidade.

Pode-se mostrar que a equacdo 17 com as condi¢cdes de contorno 18 e 19 formam um problema
padrao de Sturm-Liouville (veja prova em Bonatti, 2020) e definem a estrutura vertical, a qual,
portanto, forma uma base completa. Como ja ressaltado, a solugéo, entdo, forma um conjunto
de modos normais verticais ¥,,(p) para n = 0,1, 2, ..., que s&o ortogonais na norma L?> em

p , com correspondentes autovalores H,, que representam a altura equivalente do n — ésimo
modo. Pode-se mostrar também que os autovalores séo reais e diferentes entre si se o parametro
de estabilidade estatica for positivo em todo o dominio vertical (veja em Bonatti, 2020).

Pode-se normalizar ¥,,(p) de modo que seja uma base ortonormal:

1 p
— [Ty (¥, (@)dp = Spm . (20)
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onde &,,, € odeltade Kronecker (6, =1; 8pm =0, n#m).

Solucdo Numérica da Equacdao da Estrutura Vertical (Vertical_Modes)

A equacdo 17 permite solucdo analitica para consideracdes especiais sobre a estabilidade

estatica [’ (veja Apéndice A). Porém, em geral, sua aplicagdo mais importante é de forma
discreta. Como ressaltado por Staniforth et al (1985), as equacdes da estrutura vertical sao
formalmente semelhantes e, entédo, pode-se usar 0 mesmo tipo de discretizacdo vertical que
Kasahara e Puri (1981) utilizaram para resolver o caso com coordenada vertical sigma. A grande
vantagem dessa metodologia € que leva a uma matriz simétrica para o calculo dos autovalores
e autovetores.

Para a discretizacdo da equacdo 17 é necessario definir uma grade vertical no dominio de
pressao, a qual estd apresentada na figura 2. Os niveis de pressdo com linhas tracejadas
representam o centro da camada e é onde a estrutura vertical e o estado basico estédo definidos.
O estado basico é representado por um perfil vertical médio de temperatura da atmosfera padréao
e entra na equacdo do parametro de estabilidade estética, a qual aparece explicitamente na
equacdo da estrutura vertical 17. Caso se queira a altura geopotencial do estado basico,
primeiramente sera procedida a discretizacdo vertical da equacao hidrostatica 8, a qual fornece

a altura geopotencial em funcéo da temperatura. Considerando que Z estd nos mesmos niveis
que W nafigura 2, a discretizacao da hidrostatica tem, em geral, a seguinte forma:

Zk—Zk-1 _ _ Rq (Tp+Tr-1)

Apg g (Pr+Pr-1)

Entdo, pode-se escrever para a camada mais proxima a superficie:

- - Ry Apx T
Zx = Zg ?d%p—s, (21a)
S



onde Zs = 0 , dado que nédo se considera a topografia na andlise dos modos normais. Para as
camadas k = K,K — 1, ..., 3,2, tem-se:

Rg Apy (Tr—1+Tx)

Zp_1 = Z + . (21b)
k-1 7 %k g (Pr+P-1)
Para a camada do topo chega-se a:
~ ~ RqAp, T
Zr = Z4 +—dﬁ—T, (21c)
g 2 pr

onde pr=p,—1/2 Ap, , para p;>1/2Ap, , caso contrario p;r=p,;/2 , e
Pk+1 = Ps + (ps — px) , com ps da atmosfera padréo considerada (py < ps) , e

Ap, = 2 (p1 — p1). (22a)
Apk = Prx — Pk-1> k= 2, 3, ,K , (22b)
Apgi1 = 2(ps — px) - (22¢)
Pode-se, entdo. escrever a forma discretizada da estabilidade estatica como:
~ R Ry = T,-T
pr 9 |PT Cp 1/2Ap,
paraotopo k=T,
~ R R Tr_1+T Ti—Tr—
[, = d[ d (Tk—1+Tr)  (Tk k1)] (230)
Pk 9 [Pk Cp 2 Apg
para k =2,3,...,K ,e
= Rq | Ra # (Ts—Tk)
I' = [ e —— (23c)
K+l ™ psglpsCpy 5 1/28pk4q

para a superficie k = S .



T pr ¥ Ty z; T, 2Ap, w=0

1 - pr ¥, Ty 24
I'; Ap,
2 ————r————p LT, 2
k-1 - ———————— Pe-t Wit Tt Zimy
Iy Ap,
k ———————=—- Pe ¥ T
Tevr APuas
k+t1 ————————= P ¥urr Tirr Ziws
- Teer Apres
K-l - ———————— Pr-t Wt Tkt Ziy
I« Apx
K———————- P ¥ Tk Z
S/~7 7777777 Ps ¥s Ts Zs T'xss Aprar Ws=0
K+ ————————= y 9%

Figura 2 — Representacdo da discretizacdo das variaveis na vertical. As linhas tracejadas
mostram os niveis de pressao (centro da camada) onde a equacao 12 é resolvida.

Sera agora apresentada a discretizacdo da equacdo 17, que representa a estrutura vertical,
como:

%z Ip-1 (Wy—¥q) . ] -1 _

(Ap1+Ap3) [FZ Ap, O[+H"%¥; =0 (24a)
para k =1,

2 ~_1 (¥ -¥,) ~_ 1 (Pr—Wi_1) B

para k=2,3,...,K—1,e

2 r—1 (LIJK+1_LIJK) -1 (LPK—LPK_l)] _1 .
(Apg+APK+1) [FS APxat FK Apk +H lPK =0, (24c)

para k = K .



A condicéo de contorno 19b foi usada em 24a, representada pelo zero dentro do colchete. A

discretizacdo da condigdo de contorno 18 permite a obtencao de Wy, que surge em 24c, como
mostrado a sequir:

Wipr—® 1
K K — —ca (Weeq + Pr), (25a)
Apk+1 2

onde a = g ps f‘K+1/(Rd TS) . De 25a pode-se obter Wy, ; em funcdo de Wy e substituindo
novamente em 25a chega-se a:

Fri1-Px _ b

Apk+1 Apk+1

Wy . (25b)

onde b = a Apg,1/(1 +1/2 aApg,1) - A equagdo 25b pode ser utilizada no primeiro termo
entre colchetes da equacao 24c.

Considerando a condi¢do de contorno inferior 25b, pode-se mostrar através do sistema 24, que
as autofuncdes W, , e W, em niveis de pressdo k correspondentes aos autovalores H, 1

e H,! quando H;;! # H_,!, s&o ortogonais no seguinte sentido:

Zlk<=1 Wk Yk 1/2 (Apy + Apr+1) =0, (26)

para m # n . Esta condicdo de ortogonalidade sugere que a definicdo adequada para a funcao
da estrutura vertical em diferencas finitas é

Dy = Wnil1/2 (Apy + Apr+1)]H?. (27)
Com essa definicdo de @;, o sistema 24 pode ser escrito em forma matricial como:

M®=H'1o, (28)
onde @ é o autovetor

@ =[D; O, -+ Dy o Dy Di]”. (29)

Considerando que

_ [Fena]” _ )
Ce="por— k=12,..K=-1
¢, = Pkl 2 (30
Apg+1
dr = [1/2 (Apy, + AprrD1Y?, k=1,2,..,K)

amatriz M é dada por
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Claramente a matriz M da equacéo 28 é tri-diagonal simétrica, entdo, os autovalores H'lea
associada autofuncdo @ sao reais. Realizando uma normalizacdo adequada dos autovetores,
a condicdo de ortogonalidade de @ pode ser expressa por

Zlk(:l Dk P = Snm - (32)

Desde que amatriz M é simétrica de ordem K , obtém-se K autovalores H™! e os associados
autovetores @ . Cada autovalor corresponde a uma altura equivalente H , ou seja, obtém-se

K alturas equivalentes. A maior delas, da ordem de 10 km para a atmosfera padrdo, é conhecida
como modo externo; as demais sdo 0s modos internos.

Solucédo da Estrutura Horizontal (Hough_Functions)

Para as equacdes da estrutura horizontal (13, 14 e 16) a solucdo é mais complexa e a sua
apresentacao a seguir segue Bonatti et al (1983) e Andrade (1994). Para a solucao das equacdes
gue compdem a estrutura horizontal desenvolveu-se uma verséo atualizada do modelo espectral
barotrépico de Bonatti e Silva Dias (1983). Modelos espectrais normalmente utilizam harménicos
esféricos como base de expansdo, que sdo as autofuncbes da equacédo barotropica nao-
divergente, porém, modelo como os de Bonatti e Silva Dias utilizam como base de expanséo as
funcdes de Hough, que sdo as autofuncdes da verséo linearizada das equacdes da estrutura
horizontal. A expansao em func¢des de Hough produz melhores resultados pois resolve a parte
linear analiticamente e permite o ajuste inicial dos campos de vento e massa (inicializacao),
evitando o surgimento de ondas de gravidades espurias com amplitudes irrealistas. As funcdes
de Hough s&@o as solucbes das equacdes da estrutura horizontal linearizadas, que séo
formalmente semelhantes as equac¢fes da agua rasa, para um estado basico em repouso, com
temperatura hidrostatica dependendo s6 da vertical e com uma altura equivalente fixa. Essas
autofuncdes sdo estabelecidas para um modo vertical fixo (H,, fixo ou n fixo) e para um par
(s, ?),onde s éonumero de onda zonal, £ é o indice meridional do modo horizontal e com 5

tipos de ondas, com r representando o tipo de onda horizontal da seguinte forma:

r =1 — onda de Rossby,

r =2 — onda de Kelvin,

r = 3 — onda mista Rossby-gravidade,
r =4 — onda de gravidade para oeste,
r =5 — onda de gravidade para leste.



Para a solu¢cdo das equacbGes da estrutura horizontal 13, 14 e 16 € necessaria uma
adimensionalizacao utilizando a seguinte matriz:

(g Hp)'/? 0 0
Sn = 0 (gH)Y? 0], (32)
0 0 H,,

com (g Hn)l/2 representando a maior velocidade de grupo para o modo n , a qual
adimensionaliza o vento zonal e vento meridional e H,, adimensionaliza a altura.

Considerando que as oscilagdes livres possuem dependéncia temporal do tipo onda plana na
forma exp(i w t) , tem-se:

i, Up

O | 0,6) = 8, V| (L) exp(iw D), @)
R o

n

onde os simbolos sem chapéu representam as amplitudes adimensionais de oscilacdo. A
frequéncia para cada modo horizontal € w , adimensionalizada por 2 () ; o tempo e os termos
forcantes também é adimensionalizado por 2 (), sendo (2 a velocidade angular da Terra. Dado
que o termo i w é imaginario puro (w € real) as oscilacbes serdo senoidais no tempo, e 0s

modos verticais (U, , Uy, , R;,) séo ortogonais (Kasahara, 1976).

O sistema de equacdes 13, 14 e 16 em sua forma vetorial e adimensional fica expresso por:

Z Ay +L-Ay =Ny +Fy,, (34)

onde
Up

A,(Lp)=|"nm|(4e,t), (35)
n
Ny
N,(L9) = |Np| (A @,0), (36)
Ny
Fy
F,(Lo) = |Fp|(L @0 (37)
h
Fy
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O parametro adimensional 9,, é dada por:

1911 = —(an)l/z = -1/2 )

20a €n (39)

que caracteriza a natureza do escoamento horizontal, e representa a razdo entre a velocidade
de fase da onda de gravidade pura, para cada modo vertical n, e a velocidade linear da superficie
terrestre no equador, sendo a o raio médio da Terrae € é o parametro de Lamb.

O veto N,, engloba os termos de adveccgéo e os termos métricos. O vetor forgante F,, representa
fontes e sumidouros de energia, ou seja, 0os termos da dissipagcdo de momentum horizontal
(atrito), esfriamento e o aquecimento diabatico (fontes de calor). No caso homogéneo em que

N,, = F,, = 0, auséncia de fontes e sumidouros e referenciado como equacdes de maré de
Laplace, a solucdo analitica pode ser obtida encontrando-se as funcfes de Hough. Nesse caso

o operador L e as funcdes de Hough }t‘ﬁjfl satisfazem a seguinte relacao:

(L-iwl DH: =0, (40)

£

onde I é a matriz identidade, wi’n € a autofrequéncia real e adimensional (pela natureza do

operador L) e }[rn é 0 harménico de Hough correspondente ao modo horizontal de oscilagéo
(s,£,r,m) com a seguinte condicdo de ortogonalidade:

(03t — @) 27 1 303 [957 | dadu=o0. (1)

onde o asterisco significa complexo conjugado e y = sin¢@ . Essa expressdo mostra que o]

s, s {”
harménico }[rn associando a frequéncia wrn deve ser ortogonal ao harménico H
I !
A g4 s’ ~
associado a frequéncia a) "n . O caso em que wﬁn—w ‘n = = (0 (degeneracédo) leva a

necessidade de se construw um conjunto ortonormal e completo (Holl, 1970) de modos
geostroéficos (Kasahara, 1978). Este caso particular sera analisado posteriormente.

A partir de 41 pode ser mostrado que a relacdo de ortonormalidade dos harménicos de Hough
f]-[f,:fl (A4, @) é dada por (ver em Bonatti, 2020):

ST e e |#El | duda = 8, 86 S, 42)



onde 5jk € o delta de Kronecker. Note que a relacdo 42 é valida para um modo vertical n fixo,
representando uma base completa para os modos horizontais.

A funcéo vetorial de Hough pode ser escrita usando a transformada de Fourier como:
oz
}t‘S,‘B A _ @S,‘B . A _ .3S,f . A
r,n( ) .u) —Yrn (/1) exp(Ls ) = _lVr,n (.u) exp(zs ), (43)
Zym

onde @i:f;(,u) € a funcéo vetorial de Hough (veja definicAo em Bonatti, 2020) e as trés

. 73,4 : - 7 S,f : 55,
componentes velocidade zonal (U{f”n), velocidade meridional (Vrfr’l ) e altura geopotencial (Zf”n)
sdo fungdo apenas da latitude (¢0); o fator I incluido na velocidade meridional introduz uma

diferenca de fase (7'[/2) entre esta e as demais componentes, facilitando a algebra, uma vez
gue este procedimento torna as equacdes para obtencdo da funcao vetorial de Hough reais.

Usando 43 em 42 pode-se mostrar que:

1 ! *
[ 05 |03, @) du=6,p6,,, (44)

Que representa a condicdo de ortonormalidade para a funcéo vetorial de Hough, vélida para
qualquer s fixo.

A obtencao dos modos normais de oscilagdo (modos livres), as fun¢des de Hough, do sistema
da equacéo linearizado da equacéo 34 (N,, = F,, = 0) é feita expressando os campos de vento
zonal (u) e vento meridional (v) em termos da funcédo de corrente (1)) e do potencial de
velocidade () usando as relagbes de Helmholtz. As variaveis das equacdes da estrutura
horizontal assim modificadas s&o expandidas e em fungbes associadas de Legendre

normalizadas e o sistema encontrado para os coeficientes de expansao é dividido em sua parte
simétrica e antissimétrica em relacdo ao Equador.

Pode-se, entdo, expressar i, e U, emtermosde ¥, e 1, usando oteorema de Helmholtz
da seguinte forma:

~ 1 0%n  109n

i, = —= 45

N acosp X adg (45)
e

~ 103 1 0

D, = -2 4 P (46)

aodg acosp 0A

O objetivo é sair do sistema (ii,, , ¥y, , h,,) para o sistema (¥,, , ¥, , hy,), utilizando as equagdes
da vorticidade e da divergéncia substituindo as equac¢des do momentum. O novo sistema em
forma adimensional torna-se:



i) | (9HR/29) 17

Pn| = | (gHn/20) Yo" | exp[i(s2 — wint)]. @)
hy, (Hn) Z7

onde as variaveis adimensionais (sem chapéu) sdo fun¢des apenas da latitude ¢. Substituindo

a equacao 47 em 45 e 46 e introduzindo o resultado nas equacdes 13. 14 e 16 obtém-se um

novo sistema de trés equacdes para cada n , que representa a estrutura horizontal na forma
divergéncia-vorticidade (Kasahara, 1978), dado por:

(winV? = s)(i x7m) + V2 + D) Yy = V2 Z7 49)

(WZiV2 =)t + (V2 +D)(i )= 0, (49)

wim Zym = =02 V2(i xm (50)
onde:

D()=0-w)T2, 1
e

V()= - )

Veja Apéndice B para maiores detalhes sobre as fungdes associadas de Legendre e seu calculo.
N&o ha funcdes simples que satisfacam diretamente as equacdes 48, 49 e 50. Por isso uma
solucdo sua solucdo deve ser construida em termos de uma série ortonormal de funcbes
conhecidas, como por exemplo as fungbes associadas de Legendre normalizadas [Py, (u)].
Essas funcdes satisfazem o operador Laplaciano, permitindo o seguinte desenvolvimento:

st . 182
Xrn LAY nm
st — vs+M st s
rn| Zm=5 Br,n,m Pm (.u) ) (53)
st st
ZT,n Cr,n,m

onde M representa o truncamento romboidal da série e A,,nm , Bf,’,{;m e Crs",{;m S&0 0s
coeficientes de expansao das fun¢des de Hough.

Logo, ao substituir 53 nas equacdes 48, 49 e 50 e igualar a zero de forma conveniente os

coeficientes de P, (i) , obtém-se um problema de autovalor na frequéncia adimensional a)sf

s N4
e de autovetor nos coeficientes de expanséo Arnm , B,:c"n,m e C,:c"n,m com dois casos
independentes:



i) O primeiro consiste em Aﬁnm e Crnm para m=3S,S+2,...,e Brnm para m =
s+1,s+3,...,;aaltura h, e avelocidade zonal u,, sdo simétricas em relacdo ao

Equador (funcbes pares da latitude ) enquanto a velocidade meridional v, é
antissimétrica (funcéo impar da latitude ); esse caso é chamado de simétrico.

y e 2 £
i) Para o caso antissimétrico tém-se Ai,n'm e CTS’ nwm Para m=s+1,s+3,.., e
Y . - s ~
Brs,n’m para m = s,s + 2, ..., ; a velocidade meridional v, é simétrica em relacéo
ao Equador e a altura h,, e a velocidade zonal u,, séo antissimétricas.

Desse modo para cada nimero de onda zonal s e um dado truncamento M, ha uma matriz para
cada um dos casos (simétrico e antissimétrico) bem com 3M autovetores (coeficientes de
expansao) e 3M autovalores (frequéncia), dos quais 2M correspondem aos modos de gravidade

inerciais e M modos representando a frequéncia caracteristica dos modos normais rotacionais.

O resultado da substituicdo da equacédo 53 nas equacdes 48, 49 e 50 e utilizando algumas
propriedades das func¢des de Legendre, obtém-se:

Yo [mm + Doy + 5] Al m Pa() + m(m + 1) Crsﬁmp%(u) -
[((m—1)(m + 1) ES s Ps_ (W) —m(m +2) ES, 1P 1 WIBTam} = 0,
(54)
YoM~ [m(m + 1)a) + s] BS{ . P (W) +
[((m—1)(m + 1) E} Prfz L)+ m(m +2) By 1 P (WIAT S m} =0,

(55)
e
+1
S+M[ w rnmps( ) — m(m )Ai‘r/zmps(.u)lzo, (56)
onde €, € o parametro de Lamb (veja equacao 39 e
1/2
s (m?-s?)
Em = [(4m2 -1) (57)
E zerando convenientemente os coeficientes de Py, (i) chega-se a:
~[m(m+ Dy + s Ai’flm —mm+1) Chm +
(m—-1)(m+1)E; B rnm 1+m(m+2)E,§l+1B nm+1 =0, (58)
~[m(m + D)o + s] Bt m+(m—1)(m+1)Ey A 1+
m(m + 2) Ey 44 Arnm+1 =0, (59)
e
+1
i Cnm + T A% = 0. (0

€n



Para o caso em que s = 0 as somatérias indicadas nas equacdes 54,55 e 56 comecam em m =
0 ocorrendo a degeneracédo de alguns modos. Esses modos, denominados geostréficos, sao

L, Y . .
estacionarios (w,y, = 0). No entanto, quando se tem s> 1 ocorrem dois movimentos
oscilatorios com frequéncias distintas: ondas de gravidade inercial (primeiro tipo) que se

propagam para leste (a)ﬁ,’fl > () e para oeste (a)ﬁ”ﬁ < 0) e ondas rotacionais que se propagam
para oeste (w7 < 0).

O caso s =0 é o é o0 Unico em que as frequéncias dos modos de gravidade aparecem com

valores simétricos em relacdo a zero e os modos rotacionais possuem frequéncias todas nulas.

Aos se fazers =0 e wﬁ",ﬁ = 0 nas equacdes 48, 49 e 50, estas se reduzem a:

(UV?+ D)y, = V?hy (61)

D(ix,) =0, (62)

pois, V2(ix,) =6 =0 (veja equagdes 45, 46 e 52 para s =0 e wrs"f; = 0), que s&do as
equacles geostroficas da vorticidade e da divergéncia, respectivamente, representando um
balanco geostrdéfico linear para um fluxo zonalmente simétrico sobre a esfera e a condicdo de
vento meridional nulo. Note que pelas equacdes 45 e 46 para o caso s = 0 as derivadas em
longitude séo nulas e o vento zonal (média zonal) s6 tem a parte rotacional e o vento meridional
(média zonal) s6 tem a parte divergente, ou seja, os modos geostroficos tem a componente
meridional nula. Entdo, o vento meridional (média zonal) é totalmente devido as ondas de
gravidade inerciais.

Substituindo a equacédo 47 em 61 e 62 obtém-se as seguintes condicdes para os coeficientes de
expansao (Kasahara, 1978):

0,¢
Ar,n,mio = 0’ (63)
e
0,¢
Cr’n}mio 0. (64)

Kasahara (1978) obteve os modos geostréficos (s = 0 e a)f:fl = 0), mas sem uma clara relacéo
com a parte ndo-zonal. Shigehisa (1983) construiu um conjunto desses modos sobre a esfera,
mantendo a consisténcia energética. Contudo seu método predominantemente gréfico dificulta
uma aplicacdo pratica. Bonatti e Silva Dias (1991) propdem uma solucdo alternativa usando
harmoénicos esféricos para os modos geostroficos, calculados como um limite analitico quando o
namero de onda e a frequéncia tendem a zero. Esse método, descrito a seguir, assegura a
consisténcia energética através dos numeros de ondas e modos, com uma solucéo analitica de
facil obtencéo.

Considera-se, entao, o limite:

04 _ . S
Vrn = lim (wf:fl ) (65)
w3t 50

rn



0,¢ : NPT A .
onde ¥,-;, corresponde aproximadamente a inclinagao das curvas de frequéncia versus nimero

de onda zonal, com r = 1 para Rossby e r = 2 para Kelvin. O limite yr(f'n esta relacionado
. . ya ~
com a velocidade de grupo dos modos geostréficos, uma vez que wf,n é funcédo de s. Note

que ao se usar L'Hopital para levantar a indeterminacdo em 65 encontra-se (aw;‘;f; / 65)

: . L0 0,¢

Devido a este fato € que para o modo de Kevin Y, € positivo e para os modos de Rossby y; -,
-1

. , 0,¢ , x

€ negativo, com ¥, decrescendo monotonicamente. Entdo, pode-se ordenar os modos

- . 0,¢
geostréficos atraves do valor de y,.7, .

Os valores do autovalor yro,;f , chamado de “frequéncia ndo-dimensional” por Shigehisa (1983)
variam com a altura equivalente, com a velocidade ndo-dimensional da onda de gravidade pura
dada por 651/2 e, também com o indice meridional €. O modo de Kelvin é representado por
£ = — 1 e os demais, modos de Rossby, por £ = 1,2,3,... Pode-se mostrar que para o modo de

. -1/2 , : -1/2
Kelvin, yzo',f tende para €, / se €, » 1 e para zero mais rapidamente que €, /

se €, for
- 0, -
suficientemente pequeno. Para os modos de Rossby, y;, paravalores de €, muito pequenos

tende para seus valores assintéticos correspondentes, e para valores de €, muito grandes
tende para valores assintoticos correspondentes aos modos equatoriais (Shigehisa, 1983)

Utilizando a definicao yTO,’rf dada na equacao 65 e fazendo m = s na equacao 60, encontra-se:
+(s/w)(s+ DA =0 => e, 0% +y A% =0,
rns S w S rns €n rnO yrn rnO (66)

onde tanto 4 quanto c% = devem ser diferentes de zero. Contudo, gualquer outro valor

T'TlO TlO

de Arnm deve ser nulo para os modos geostroficos (equa(;ao 63). Como Cro’rfm precisa ser
diferente de zero (equacao 64) isto implica que a razéo Ar n m/a)r n deve ser diferente de zero.

Analogamente, fazendo m = s = 0 nas equacgfes 58 e 59, as expressdes para 0s modos
geostroficos ficam indicadas por:

—[s(s + 1) + (s/w;’ )]BTS,{:S+S(5+2) +1(Arns+1/w)=0
=> yuBY =0, (67)

r,n,0

—[s(s + 1) + (s/w;’ )]Arns (s/wf:f;)(s + 1)CTS,’,€,S +
(S/(U )(S + 2)E5+1 rns+1 =>
EnCO{) yrnCrnO—Zy ElB

rn,0 rnl —

=0, (68)

onde na equacéo 68 foi usada a equacéo 66. Considerando m = s + 1 na equacéo 58 resulta
em uma expressao para o coeficiente de expansao Cronm (m = 1). dada por:



(m 1) (m+2)

0,¢ 0 0
Cr,n,m - E Brnm 1 + (m+1) Em+1B nm+1’ (69)
Fazendo m = s+ 1 naequagdo 59 e combinando com m = 2 na equagao 69, vem:
0,¢
( ZEnE )Crno [2+(En/4)(E ) ] Tnl
0, p0,f
[(ZEn/3)E2E3] rn3 )/rnBrnl =0, (70)
Substituindo a equagéo 70 na equagéo 68 pode-se escrever Y, nBTOf: 1 emfuncéo de yr n CTO,{:O
obtendo:
0 0 0 0y2 0.¢
[1 4En(E1) ] rno — [4ET — (€,/2)E7 (E3) ]Br,n,l +
0f,0¢f _
[(—4€,/3) EY E? E3]Brn3 YrnCino =0, (71)
Fazendo m = 2 naequacgdo 60, com s e wrsﬁ tendendo a zero, resulta:
A?‘,fl,m _ €n 0.
(wi:fﬁo = " g Crium (72)
Analogamente, para m = 2 na equacéo 59 e utilizando as equagées 69 e 72, obtém-se:
(m-2)(m+1) 0 0] n0¢
- (m-1)m nEm—lE ]Brnm 2+
'(m+1) 01\2 m 0 2 0,
T (BR)? — e (Em+1) —m(m+ D) Bl +
m(m+3) 0 0 Ap0t  _
B (m+1)(m+2) €n Em+1 Em+2] nm+2 Vr,nBr,n.m =0. (73)

A equagbes 70, 71 e 72 formam um problema de autovalor (yrn) e autovetor (Cron o€ Bro’fl)m

Note que Cron o € obtido como parte do autovetor e Cron ms1 € obtido pela equagéo 69. Esse
coeficiente extra no autovetor proporciona a obtencdo do modo geostréfico de Kelvin. A partir
dessas equacBes pode-se obter os casos simétrico e antissimétrico, para os coeficientes de
expansao como autovetores e yr(f’,f como autovalor, em funcao dos valores de m. Logo, para
0s modos geostroficos, segue-se que:

)] Caso Simétrico:
a) Para m impar nas equacdes 71, 70 e 73 obtém-se os coeficientes de expansao Cron 0
0, —
e B om-1,com m=123,...;
b) Para m par na equagdo 69 obtém-se o coeficiente de expanséo Cro,me com
=1,2,3,.

c) Pela equacédo 66 obtém-se Arn o € pela equacéo 63 tem-se Ar nm=o = 0.



1)) Caso Antissimétrico:
a) Para m par na equagcado 67, encontra-se Brn0 = (0 e pela equacdo 73 obtém-se

0. _
B, nom com m =123, .

b) Para m impar nas equag&o 69, obtém-se o coeficiente de expansdo C, an 1 com
=123,.

c) Pela equacéo 63 tem-se Arnm¢0 =0.

Note que c nO representa um valor global constante para a altura h,,, simbolizando um valor

minimo de energia potencial néo disponivel. Por outro lado, AT n,0 @pesar de também representar
um valor global constante para o potencial de velocidade, ndo é utilizado em nenhum calculo,
dado que apenas a derivada de y é usada na representacdo do vento.

Até agora discutiu-se o caso degenerado com numero de onda zonal nulo e frequéncia nula
constituindo os modos geostréficos, mas ha o caso de niumero de onda zonal nulo e a frequéncia
nao-nula, que sdo modos de gravidade inercial zonais com frequéncias simétricas em relacao ao
zero, como sera mostrado a seguir. Nesse caso os coeficientes de expansao ficam explicitados

fazendo s = 0 nas equacdes 58, 59 e 60, como:

~[mm+ Dwii]| A %m mim+1) Cofm +
(m—-—1D(m+1) E,?l rnm L +m(m+2) E,%HB nm+1—0, (74)
~[mm+ Dw] BYhm+ (m—1)(m+1) Ex At 1 +
m(m + 2) EQ 41 Avmar =0, (75)
e
£ 0,0 m(m+1) 0,¢ Y, WYn En 10,0
wﬁ,n C7E),n,rrln + T A?‘,n,m =0 => A?‘,ntlm = _m C;),n,m . (76)

Considerando m = 0 nas equag6es 74, 75 e 76 conclui-se que Arn0 e B no podem assumir

0,¢
qualquer valor e o mesmo acontece com (., rn0- Sem perda de generalidade, pode-se considera-
los nulos, entéo:

AO,{’ — BO,{’ — CO,f =0, (77)

r,n,0 r.n.0 1,0
para os modos de gravidade inercial zonais.

— 0, ~ ~ ~ 0,
Eliminando A, ., naequagédo 75 usando a equagdo 76 encontra-se uma relagéo entre B,
0,2
e C.nm talque:

04 _ _€nEm 04 €n Ema1 ~0,2
Bynm=——">5" — = (78)

mZ rnm-—1 (m+1)2 rnm+1-

Finalmente, introduzindo as equacdes 76 e 78 na equacao 74 chega-se a uma equacgao para o
coeficiente de expanséo Cro,’f;m para m = 1 dada por:



(m+1)
ET?l 1E191] nm 2 +

(m-1)
m(m+1) | (m- 1)(m+1) m(m+2) 0,0
[ T (ET%)Z (m +1)2 (E7?l+1) ]Crnm
) 0,¢
[(m+2)E791+1E191+2] rnm+2 (wr,n) Cr,n,m- (79)

2
~ 2 N A 2

A equagéo 79 tem como autovalor (wf,n) , 0 que implica que a frequéncia wrs,n tem valores

simétricos em relacéo a zero. Desta forma, considerando as equacdes 76, 77, 78 e 79 pode-se

e o £ x
escrever 0s casos simétrico e antissimétrico quando s =0 e wrs'n # 0 em fungéo dos valores
de m da seguinte maneira:

)

a)

b)

b)

Caso Simétrico:
Para m par na equacao 79 obtém-se Crorf >m € pela equagdo 76 calcula-se Aglem

para m = 1,2,3, ... enquanto Con0 e Aono sdo nulos pela equacéo 77;

Para m impar na equag&o 78 obtém-se B an 1 para m=12,3,...

Caso Antissimétrico:
Para m impar na equagcdo 79 obtém-se c an 1 € pela equagdo 76 calcula-se

Aglem , para m=123,.

Para m par na equagio 78 obtém-se B an para m = 1,2,3, ... enquanto Brn0 é
nulo pela equacao 77.

Finalmente, para o caso em que s >0 e wﬁ:ﬁ # 0 as equacdes 58,59 e 60 podem ser
reescritas como:

(m-1) £

m(m+1)] rnm Crnm [ ES]Bfnm 1t

[((m+2) Y

| (m+1) m+1] rnm+1 wﬁnArnm =0, (80)
[ (m-1) (m+2)

m(m+1)] rnm+[ ES]Arnm 1+[( +1)Ersn+1]Arnm+1+
—wyn B = 0 (81)
—m(m+1
[ o )]Arnm wﬁﬁcﬁﬁm=0. (82)

Com base nas equacgbes 80, 81 e 82 e nos valores que m pode assumir, os coeficientes das
funcBes de Hough (autovetores) associados com as frequéncias ndo-nulas (autovalores) pode-
se estabelecer os seguintes casos:



i) Caso Simétrico:

a) Indice par na equacéo 80 tal que o coeficiente de expansio seja da forma Aran com
m=s,s+1,s+2,...;

b) Indice impar na equag&o 81 tal que o coeficiente de expanséo seja da forma Brs,f 2m—1
comm=s,s+1,s+2,..;

c) Indice par na equacéo 82 tal que o coeficiente de expanséo seja da forma Crsrf om COM
m=s,s+1,s+2,..

1)) Caso Antissimétrico:

a) Indice impar na equacéo 80 tal que o coeficiente de expansdo seja da forma Aran 1
comm=s,s+1,s+2,..;

b) Indice par na equacio 81 tal que o coeficiente de expansao seja da forma Bf,{: om COM
m=s,s+1,s+2,..;

c) Indice impar na equacéo 82 tal que o coeficiente de expanséo seja da forma Crs,{; 2m—1

comm=s,s+1,s+2,...

As ondas de Kelvin e Mista Rossby-gravidade estdo devidamente incluidas nos casos anteriores
e correspondem ao primeiro modo de gravidade simétrico e ao primeiro modo de Rossby

antissimétrico, respectivamente. A excecdo é paraocaso s = 0 e w = 0, onde a onda de Kelvin
€ o primeiro modo geostrofico e ndo aparece entre as ondas de gravidade inercial zonais.

Para determinar as componentes da velocidade horizontal (veja equacoes 43, 45 e 46) em funcéo
dos coeficientes de expansao Ai’_fbm e Bf f:m, basta expressa-las em termos da fungéo de

corrente (z,[)rs,’f;) e do potencial de velocidade ()(r,n). Desse modo tem-se:
A _ . s?t A
Um = [s (i x27) — DYin]/len (1 — u®]*2, (83)

VSt = [—sst + D(i x2h)]/len(1 — u®)]1Y2, (84)

Substituindo a expansao dada na equacédo 47 nas equacdes 83 e 84 e usando propriedades das
funcdes associadas de Legendre, as expressfes para os campos de vento, em termos dos
coeficientes de expansao, tornam-se:

USE (W) = [6,(1 — u®)] V235l [—sAS: ] P (w) —
[(Tn + 1) E;, B rnm] Pr% 1(w) + [m E1sn+1 Brsrrllm] P1391+1(.u)} (85)

VS () = [e,(1 — u2)] V2 ysHM I —sBSE 1 PS (1) —
[(m + 1) B, AZ ] PEoi (W) + [M ESiir AS ] PS4 (W)} (86)

Substituindo a equacéo 43 na equacao 44 da condicao de ortonormalidade das funcbes de
Hough, resulta:



1 ! *
[ 65w |6, (u)] du =
S (USust A vVt + 2225 ) du = w8, 6, 0. ®7)

rn

A constante ¥ surge, pois se considera que as fun¢gdes de Hough nédo estdo normalizadas ainda.
Expressando em termos dos coeficientes de expansao sera feito por partes. Primeiro para a
altura:

1 ) 2! 2! 1
S 23z dp = S s o o T PR () P () du =

rnj

S+M S s/’
Z Cr nm=yr' nm- (88)
Agora para o vento:

LSt 2,80 _
1 (v :n+wfnvs,n)du-

s+ m(m+1) 5,8’ st pst’
Z €n Ar nm<iy! nm + Br,n,m r'nmm)’ (89)

Entdo, a condicdo de ortonormalidade pode ser expressa em termos dos coeficientes de
expansao como:

1 syrs,t’ st _
f_l (Ur,n rn T V;‘,n + Zy, nZ ) dp =
s+M [m(m+1) [ s.p s,{’ st st st _
m=s [ €n Ar,n,m r'nm + Br nm=yr' nm + Cr,n,m r'am| —
K&M' 57,,7,1 . (90)

E considerando os indices ¥ =1’ e £ = £’ encontra-se o dobro da energia total do modo:

I {Wse) + ) + (258) | dn =
2
%*:’Vé{[m(mﬂ)(/lmm) + (B |+ (C3h )} = . (1)

Para se efetuar a normalizagéo das autofuncdes, resolve-se primeiro o problema de autovalor
2
(wy; ‘) e autovetor ([Arnm , Bl s Tnm]T) A seguir, calcula-se » através da somatéria da

equacéao 91 e divide-se os coeficientes Aﬁ,fl,m, Brn m C,fn m Pelaraiz quadrada de ». Desse

modo a integral da equacéo 91 fica igual a 1, ou seja, a energia total fica %. E feito um teste

, | ) - 2 st st
através de quadratura de Gauss da integral da equagéo 91, ap6s o calculo de Uy, Vi e Z77,

pelas equacbes 85, 86 e 53, respectivamente. Nesse procedimento tolera-se de 10° em 1.
Também pode-se fazer o teste de ortogonalidade usando a equacdo 90 apds fazer a

normalizacdo (» = 1).



Como a equacao 91 representa o dobro da energia total de cada modo, pode-se definir a energia
cinética zonal (ECZ;’,{;), a energia cinética meridional (ECMf,’f;) e a energia potencial disponivel
(EPD;%) como:

ECZS =11 (USE) dp =25 [P (430 m Il (92)
ECMS} = %f_ll(lfrf,f)zdﬂ =% s+M [M (B, 2: | 9
DSt = %f_ll(z ) du s+M [(Crs’,f;m 2], (94)

Decomposicdo de Dados (Vertical _Decomposition and Horizontal _Decompaosition)

A decomposicdo de dados tridimensionais em niveis de pressédo sera discutida a seguir. Os
dados de entrada para um dado tempo fixado e niveis de pressdo k s&o representados por:

Uy Uk obs
A (Ao, t) =|Vk| (4, @, t) =| Vkobs |(4 0,t), (95)
hy Zk obs — Zk

onde A é alongitude ¢ ¢é alatitude e obs representa observagdes, andlises ou previsdes.

A projecéo do vetor de dados A (4, @, t) sobre as fungdes da estrutura vertical ®,, ;, definidas
em 27, é dada por

A (A, 9.t) = Zlk(zl S, A,(4,9,t) Dyk (96a)

ou un
ATL (A, Q, t) = Zn (A; Q, t) = 21k<=1 §Tl_1 Ak (/11 Q, t) CDTl,k J (96b)

n

onde §,, é amatriz de adimensionalizag&o.

O vetor de coeficientes horizontais A,,(4, @,t) para um dado modo vertical n é, entdo,

projetado sobre as harménicos horizontais de Hough }[,‘f:f;(l, @) (veja definicio em Bonatti,
2020) como

AL @,t) = D50 CEE () HE (A, 0) (@7)

onde s é o numero de onda zonal, £ € o indice meridional do modo horizontal e r representa
o tipo de onda horizontal. O coeficiente escalar Crsn(t) é obtido multiplicando-se a equagéo 97

I I

por [f]-[ ' ] e integrando no dominio horizontal, tal que



R4 1 f2m 1 Y *
Cin(®) =13 S, A t) « [H75] duda, (98)
lembrando que u = sin @. Entdo, a integral da equagédo 95 pode ser dividida em duas partes:

A5G ) = 5 ;" An (1, 0) exp(ish) dA (99)

1 *
Con(®) = [ Ans(ut) o [055] du. (100)

A equacédo 99 é a transformada de Fourier e usa-se um procedimento de transformada rapida de
Fourier para fazer a integral. A equacdo 100 € a transformada de Hough e a integral € feita
usando quadratura de Gauss. Primeiro faz-se a decomposicao vertical pela equacao 96b, depois
calcula-se a transformada de Fourier (equacdo 99) e depois 0 coeficiente escalar de
desenvolvimento pela equacao 100. Além disso, pode-se mostrar que o0 modulo do coeficiente

2
escalar ao quadrado (|Cf,’f:(t)| ) € proporcional a energia total e baseado nisso pode-se
analisar a energia total de cada modo individualmente, paracadan,s,f ,er.

Para a aplicacdo dessas transformadas na equacao 34, reescreve-se a equacao 97 usando a
equacdao 43 a estrutura vertical dos campos fica:

A 4 .
An(L @, 1) = X 5,0 Crn(t) 077 (@)exp(isd) (101)
a estrutura vertical dos termos néo-lineares segue a mesma formulacéo:
£ £ .
No(4, @, 0) = Zrsem7n (t) 07 (@)exp(isA) (102)
e a estrutura vertical dos termos forgantes fica:
£ £ .
Fr(A,0,0) = Zrsefrm (t) 077 (@)exp(isd) , (103)

onde os coeficientesnf:fl(t) e frf;f(t) seguem uma definicdo analoga a do coeficiente CTS",{: ().

Entdo, usando as equacdes 101, 102 e 103 na equacdo 34, multiplicando pelo complexo
conjugado do harménico de Hough e integrando no dominio (0 <A<2me —1<u<1),
chega-se a:

d A . L L L A
— Con(®) + il Cr() = 070 + f7 (1), (104)

onde o sistema original de equacdes diferenciais parciais da estrutura horizontal (13, 14 e 16) foi
transformado em um sistema acoplado de equacdes diferenciais ordinérias, o qual governa a
evolucdo temporal dos coeficientes de expansédo e tem a forma de um oscilador harmonico
forcado e acoplado (Silva Dias e Schubert, 1979). Assim, a equacdo 104 governa a variagao

temporal dos coeficientes de expansdo C,:q‘,’,f(t) relativos a variavel de estado A, (4, ¢,t) com
uma solucédo numeérica nao-elementar, ja que os coeficientes do membro direito da equacgéo 104



acoplam todos os modos (zonais, meridionais, gravitacionais e rotacionais) para cada modo
. . - Y , ~ - ¥
vertical n, pois o termo n&o-linear nﬁ’n (t) é funcéo de todos os coeficientes CrS,n ().

O segundo termo de 104 representa a solucao linear, correspondendo a previsdo de tempo. O

coeficiente f,f;f (t) corresponde ao termo forgante, ou seja, dissipacdo por atrito, resfriamento
e fonte de calor (aquecimento diabatico), correspondendo a previsdo climatica. O coeficiente

st , . ~ ~ . . .. ~
nr,n(t) contém informacé&o sobre os termos néo-lineares do sistema original (advecc¢éao, termos

métricos), representando os acoplamentos e as interagbes entre as escalas espaciais e
temporais. Uma vez que esses coeficientes sao obtidos, a solucao tridimensional para os campos
de vento zonal, vento meridional e altura geopotencial, indicados matricialmente como

AL, @,p,t) ,fica expressa por:

AL @, p,t) = X0 Sn D on CE() 054 (@) exp(isd) @, (p),  (105)

onde S, é a matriz de adimensionalizagdo definida na equacéo 32 e ®,,(p) séo os autovetores
da estrutura horizontal (equagdes 28 e 29).

O célculo dos coeficientes de expansao em modos normais para os temos nao-linear e forcante
é feito pelo método da transformada numérica (Eliasen et al, 1970, Orszag, 1970). Assim, as
fungdes N, (4, ¢,t) e F,(4, ¢, t) sdo representadas em uma grade horizontal tal que as
integrais equivalentes a esses termos nas equacdes 99 e 100 possam ser calculadas
precisamente através de quadratura gaussiana e por transformada rapida de Fourier,
respectivamente. A grade horizontal é regular em longitude e gaussiana em latitude. Entéo, a
resolucdo em que se realiza os calculos corresponde ao truncamento escolhido, nesse caso,
truncamento romboidal M. O nimero de pontos zonais I é dado por I = 3M + 1. Como se usa
transformada rapida de Fourier, I tem que ser da forma I = 2* 3Y 5%, comx =1,2,3,..; y =
0,1,2,..; z=0,1,2,.. Entdo, I deve ser igual ao I logo acima de 3M + 1. No truncamento
romboidal o nimero de pontos meridionais / corresponde a | = 51/6. Devido a logica do
célculo da quadratura gaussiana implementado, / deve ser par e //2 também. Logo, para um
truncamento romboidal na onda zonal 125 (RB0125), tem-se: M = 125,11 = 384 e | = 320.

A solucdo completa da equacéo (16) exige uma condicao inicial, fornecida pelos coeficientes de
expanséo das variaveis em t = 0, para todos os modos horizontais S, £, " associdados com

cada modo vertical n. Uma condicéo inicial arbitraria pode projetar-se sobre todos os modos,
fazendo com que a evolugéo futura da solucdo dependa da particdo de energia inicial. Como a
magnitude da velocidade de grupo das ondas de gravidade € bem maior que a dos modos
rotacionais, uma configuracéo inicial que, por exemplo, tenha sua energia concentrada nas
ondas rotacionais, apresentara uma escala de tempo caracteristica da dispersao lenta (Bonatti e
Silva Dias, 1983).

No caso linear e sem forgante T],ffl(t) = Ts,f(t) = 0 na equaco 104, o caréter dispersivo
das ondas néo altera a distribuic&o inicial de energia. No entanto, no caso nao-linear pode ocorrer
transferéncia de energia dos modos rotacionais para as ondas de gravidade, mesmo que nao
haja componente gravitacional na condic¢ao inicial. Assim, um esquema de inicializagéo pode ser
utilizado para manter a condicao inicial o mais proximo possivel da informacdo observacional,
mas também deve suprimir o surgimento de ondas de gravidade de alta frequéncia (que sdo
ruidos ou espurias).



A equacao 104 pode ser utilizada para um procedimento de inicializagdo por modos normais o
qual utiliza a expanséao das variaveis em modos normais e separa as oscilacoes livres em modos
rapidos e lentos, de acordo com sua frequéncia. Essa inicializacdo pode ser linear ou ndo-linear
e adiabatica ou diabatica. Maiores detalhes sdo dados em Bonatti e Silva Dias (1983) e Daley
(1991).

Analise Energética

A seguir sera mostrado como se faz a analise da particAo modal de energia e das interacdes
entre modos. A analise da particdo de energia total é realizada entre os modos verticais e entre
os modos horizontais: Rossby, Kelvin, misto Rossby-gravidade, gravidade leste e oeste. As
partes vertical e horizontal desta andlise sédo baseadas na documentacdo NMC Development
Division Staff (1988) e Andrade (1994), respectivamente, e também em Borges Mendonca
(2005). Kasahara e Puri (1981) mostraram que a particdo de energia entre 0s modos verticais
pode ser tratada individualmente para cada modo vertical. Integrando globalmente a equacéo

modificada da termodinamica, em coordenada vertical 0, no processo de separacao de variaveis,

em longitude A, em latitude @ (1 = sin ¢) e em coordenada vertical g, e usando a condig&o
de ortonormalidade da estrutura vertical, obtém-se, na auséncia de fontes e sumidouros que:

9 r2m ,1 1/~ R -
% Onf_lzng(u%+v,%+Hinh$l)a2d/1dy= 0. (106)

Isto demonstra que a representacdo dada nas equacfes 107, 108 e 109 a seguir em termos da

soma sobre os M modos verticais permite a particdo da energia total em energia cinética e
energia potencial disponivel para cada modo vertical separadamente.

Os célculos da energia cinética (ECn), da energia potencial disponivel (Epn) e da energia total

(ETn), associados a cada modo vertical n, sédo obtidos, na forma adimensional, a partir das
seguintes equacodes (veja equacdes 35 e 42):

1
Ec, =5 (up + vi), (107)
1
Ep, = (h3), (108)
Er, =Ec, +Ep, (109)

A contribuicAo em porcentagem para a energia total de cada modo vertical € obtida pela
expressao:

P, =

EC‘n+EPTL
Z%LO(ECn+EPn)

X 100%, (110)

onde N é o nimero total de modos verticais considerados que € igual, no maximo, ao nimero
de camadas K.

A seguir sdo apresentadas as equacdes da particdo de energia entre os modos verticais e
horizontais. Para os modos verticais considera-se, em geral, que uma fungao estrutura vertical



¥,k e o autovetor da adjunta wT nk paraosmodosn = 1,...,Keniveisk = 1,...,K,
satisfaca a seguinte relacdo de ortonormalidade:

K T —
dik=1 Pk Ymk¥m = Onm, (111)
1
onde Y, = SK Wl e O, € o delta de Kronocker. No célculo dos modos verticais em
k=1 nk

coordenadas de presséo mostrado anteriormente as autofuncdes séo ortogonais, de forma que

— —wT —
Qg =Pk =Y e vn=1
A energia cinética para cada nivel k pode ser definida, entdo, da seguinte forma:
1 T
Ec, =Wy Wy, (112)
— V'K T _ VK T
com Wi =Y0- 1 WaWuk e Wi =Ym=1i Win Yok Vm.

onde: W,, =t i+ U,f; U, = gHyu,; e U, = gH,v,.

As variaveis U,, e V,, s@o as componentes zonal e meridional do vento adimensionalizadas. De
acordo com as definicdes acima, a equacao 38 pode ser rescrita como:

1 ~ A ~ A ~ A A A
ECk =3 [Zgzl(unl + Onf) Pkl [Z%zl(uml + Omf) I‘Urqrwlkym]' (113)
ou seja,
1
ECk = EZ{g:l an:l 9/ HnHm(unum + vnvm) q’nqj;kym’ (114)

A equacao 45 acima pode ser decomposta em duas parcelas, uma contendo os termos para o
caso emque M = M e outra para 0s termos em que N ZM.:

1
ECk = _Z{g:l gHy (un + Un) V¥ kyn +
ZK ! % n+19+/ Hy Hpyy (U, + vp0p) ankquqrwlkym- (115)

A equacdo 115 é a equacédo da energia cinética dos modos verticais para cada nivel k, composta

pela soma da energia cinética de todos os modos verticais 1 (primeiro termo da direita) e pela
soma da energia cinética devido as interacdes entre os diferentes modos verticais (segundo
termo da direita). Essa é uma forma simples e clara de se estudar a interacéo de energia entre
modos verticais. Uma outra forma é a analise dos coeficientes de interacdo expandindo os termos
nao-lineares das equacgdes primitivas. Os coeficientes de expansao associados a esses termos
dao as interacdes entre os modos verticais. Andrade (1994) faz essa andlise calculando os
modos verticais e esses coeficientes de forma analitica, em um modelo de equagdes primitivas
com coordenadas horizontais esféricas e vertical sigma. No Apéndice A é apresentado um
resumo desse calculo e uma forma de se definir quantos niveis verticais sdo necessarios para
representar bem esses coeficientes e, portanto, a interagao de energia entre os modos verticais.



Aplicando-se o somatério em k & equacdo 115, tem-se que a condicdo de ortonormalidade 111
é satisfeita e o segundo membro de 115 € nulo, obtendo-se a equacdo da energia cinética

integrada verticalmente para todos os niveis k (EC =YK_, Eck):

1
- 525:1 an(un + vn) - Zn 1ECn (116)

Analogamente, tem-se que a energia potencial disponivel para cada nivel k é definida como:

1
Epy, =5 ZiZ. (117)
_ VK gh kK gh T
com: Zp = Jn=1 —— ‘Pnk e Zk = mzl—g; ¥k Vm (118)
m

onde: fln = H,h, (h, é altura geopotencial adimensionalizada) e Z e Z} definidos em
coeréncia com as equacdes 106 e 111. Substituindo 118 em 117, obtém-se:

Hyphy Hphm
Ep, = (ZK gan nk) (Zrlg 1g/—gHm ﬁzkym) (119)
ou
1
Epk = 52521 2717(1:1(9 HnHm hnhmanklpgrwlkym)’ (120

A equacdao 120 pode, entdo, ser decomposta na soma de dois termos, um contendo a soma da

energia potencial disponivel para todos os modos T e outro contendo a soma da energia
potencial disponivel devido a interacdo entre os diferentes modos verticais. Assim,

=—Zn 1(GHRNE) Yok WnVn +
ZK D n+1(g\/H Hy h hm) qjmkquqrwlkym’ (121)

Novamente, aplicando-se o somatério em Kk a equacdo 121, tem-se que a condicdo de
ortonormalidade 42 é satisfeita e 0 segundo membro de 121 é nulo, obtendo-se a equacédo da

energia potencial disponivel integrada verticalmente para todos os niveis k (Ep = ZIk(=1 Epk)
como:

1
=~ Yn=1(gHnh}) = Xn-1 Ep,. (122)

Somando-se as equacdes 115 e121 obtém-se a equacao da energia total para os modos verticais
em cada nivel k e suas interacdes para M #* N :

Er, = 51 n(un‘l'vn‘l'h)qjk k)/n‘l'

25;% Z£{n=n+1 g\/ HnHm (unum + UnUm + hnﬁm) llunk“ur’lrwlkym- (123)



Integrando-se 123 na vertical o segundo termo se anula e a equagao resultante representa a
energia total e mostrando a particdo de energia entre modos verticais (compare com a equacao
106 de Kasahara e Puri, 1981):

H
Er = Zr’g=1g7n (Ui + vZ + h3). (124)

Para os modos horizontais, a energia cinética € definida para cada modo vertical n de acordo
com a seguinte equagao:

Ec

n

=L W, e W, (125)
com:
W,=uyi+v,j= 215”=1(urni + V), (126)

onde r descreve 0s 5 modos horizontais definidos anteriormente. Desta forma, das equacdes
125 e 126 obtém-se:

ECn = % [215”=1(usni + Urnj)] * [ZEI:l(uqni + vqnj)]' (127)
ou

_ 9Hn s 5
ECn - Tnz:r:l Zq=1(urnuqn + vrnvqn)' (128)

A equacao 128 pode, entdo, ser decomposta em dois termos, um contendo a soma da energia
cinética de todos os modos horizontais 7, para cada nivel n, e outro contendo a soma da energia
cinética resultante da interagdo entre os modos horizontais, onde g representa um modo
horizontal diferente de r, para cada nivel n:

gH
Ec, == [Zr (i + v) + Eiea Xgria (Wrnlgn + VnVn)| (129)

A equacdo da energia potencial disponivel para os modos horizontais € obtida de forma analoga
a deducdao anterior. Neste caso, tem-se:

Ep = % hZ, (130)

— V'S5

Segue entao que:

Hyp
EPn = gTZE:l Zgzl(hrnhqn)’ (131)

ou

Hn
Ep, = gT [Z§=1(h72ﬂn) + Z;‘f=1 23=r+1(hrnhqn)]' (132)



Somando-se as equacdes 129 e 132 obtém-se a equacao da energia total dos modos horizontais
para cada modo vertical N e suas interacoes:

Er, =

n

an
[Zr 1(urn + vrn +h n) +

r=1 Zq=r+1(urnuqn + Urnvqn + hpnhqn)]- (133)

Considerando a integral sobre a esfera, o segundo termo da equacdo 133, que representa a
interacdo entre modos horizontais para uma mesma altura equivalente, anula-se devido a
ortogonalidade das Funcdes de Hough e a equacao da energia total torna-se:

— 21 /2
Er = 4na2f B w2 BT a? cos @ dedA =
Hn 2 /2 /o ~ ~
ey i Jy T, (W + 52 + R%,) a? cos @ dpdA =
Zrzl Er,, (134)

As equac0Oes da geracdo de energia cinética e de energia potencial disponivel, obtidas a partir
das equacdes 13, 14 e 16, bem como a equacgao de tendéncia da energia total podem ser
expressas, respectivamente, por:

ohy,
Cn) - Sd)( n 5, + (v, cos gb) ) = u, R} + v, R}, (135)
9 Un dup 6(vn cos )\ _ n
t (Epn) cos ¢ hn (6/1 ¢ ) = hn Ry, (136)

A tendéncia, ou variacdo local, de energia total pode ser expressa pela soma das equacgdes
anteriores, resultando em:

Un  (0(hpun) | 0(hpvpcos@)\ _ u v h
Er )+ COS¢( i) Tt ) = uuRY + v,RE + hyRE, (139

onde os termos do membro direito da equacdo 139 indicam a contribuicdo total dos termos nao
lineares e forcantes na evolucdo temporal da energia cinética zonal, energia cinética meridional
e energia potencial disponivel. Ao se integrar globalmente a equacéo 138, o segundo termo do
lado esquerdo se anula (€ um divergente) e, na auséncia de fontes e sumidouros, a energia total
é conservada. A longo prazo a tendéncia da energia total tende a zero e as fontes e sumidouros
tendem a se compensar.

InteragOes de Energia entre Modos Horizontais para um mesmo Modo Vertical
(Horizontal_Decomposition)

A seguir sera considerada a interacao energética entre modos horizontais para diferentes alturas
equivalentes. Até agora considerou-se a interacdo entre modos horizontais para um modo
vertical fixo. Para obter a interacdo entre modos verticais diferentes, considera-se a parte da
interagéo vertical da equacao 123 dada por:

IEk - ZK 1 51 n+1 g\/ HnHm(unum + UnVUm + hnhm) "‘Unkquzkym



= 25;%Z%=n+1g HnHm(IVnm) l‘Unkl‘Ur’erlka

_ K—1 K
= Zn=1 m=n+1 1Enmk (140)
e que:
Uy = 275:1 Upp (141a)
Un = 275:1 Urn (141Db)
hn, = 275~=1 hrn (141c)

e usando 141 em 140 pode-se escrever:

Wym = 275~=1 2651=1¢r(urnuqm + VrnVgm + hrnhqm)
= 215‘:1 22=1¢r IHrqnm : (142)

onden #m e r # q . A forma das somatorias em 142 deve ser compativel com 133 e vale
salientar que os termos de igualdade (n = m ou r = q) ou pertencem ao calculo da energia
ou das interagdes ja calculadas, e ndo dessas novas interages. Note que r e g representam os
cinco tipos de ondas horizontais citados anteriormente. Entdo, fixando r , g , n e m pode-se

calcular IHrqnm , Ndo considerando as somatodrias em 142, e substituindo em 140 para calcular

IE, k- Assim ter-se-ia a interagdo adimensional de energia modal local entre os modos
horizontais 7 e q e entre os modos verticais n e m para o nivel de presséo k.

Para minimizar o nimero de interacdes pode-se considerar os modos na vertical agrupados pelas
classes definidas anteriormente, na horizontal considerar os modos somados pelos nimeros de
onda e indice meridional e considerar também quatro faixas nos niveis de pressédo na vertical:

baixa troposfera (pp = p > pg), média troposfera (pg = p > py), alta troposfera (pyy = p =
p4) € estratosfera e acima desta (py > p = pr), com py = 1000, pg = 700, py, = 400 e
p4 = 200, todos em hPa, e p; sendo o nivel de pressédo mais alto disponivel, desde que acima

de py.

Interacbes de Energia entre Modos Horizontais para Modos Verticais Diferentes
(Interaction_Horizontal_Vertical)

Considerando o descrito acima, pode-se reescrever a interacdo dimensional entre modos

horizontais diferentes r e q para classes verticais diferentes e para uma dada faixa vertical de
pressao como:

IHqu = ﬁ% ggna ;lnd=nc LAY, H, H,, (IHrqnm) Yk WTT;lk]/m
= VK2 Hygk (143)
onde

}[qu = ggna ;lnd=nc LAY, HnHm (urnuqm + vrnvqm +
hrnhqm) ank qjgl;kym’ (144)



e os indices k1 , k2 representam os niveis verticais dos limites de pressdo de uma dada faixa
vertical de presséo, na e nb os indices limites dos modos verticais de uma dada classe vertical

e nc e nd os indices verticais limites de outra classe vertical. Por outro lado, dependendo do
problema outras faixas verticais de pressédo podem ser definidas ou mesmo calcular a interacao
em um Unico nivel. Essas consideragfes podem ser aplicadas para as intera¢cdes horizontais
para uma mesma classe vertical; além disso, também pode-se considerar faixas verticais para a
interacdo entre modos verticais. Para efeito de célculo das interagbes entre classes verticais
diferentes, € interessante calcular primeiramente H,.;, e depois considerar as faixas verticais,

se for o caso. Ressalta-se novamente que as equacdes 140, 142, 143 e 144 néo incluem
interacdo entre um mesmo modo horizontal e nem para um mesmo modo vertical, sendo
aplicadas para modos verticais diferentes, ou seja, nesse caso r # q e n # m (veja equagdes
123 e 133). Em tese, pela equagéo 144, poder-se-ia considerar haver interagdo entre modos
horizontais iguais (r = q), tanto em uma mesma classe (na = nc ;nb = nd), quanto em

classes diferentes (na # nc ;nb # nd) e até mesmo poder-se-ia calcula-la matematicamente,
porém seria um procedimento incoerente com a deducéo que levou a essa equacao. Na verdade,
considerando a definicdo de interagcdo energética modal aqui apresentada, a “interagcao” entre
um modo com ele mesmo, tanto horizontal quanto vertical, seria a prépria energia do modo (veja
equacao 123 para os modos verticais e 133 para os modos horizontais). Deve-se salientar que
pode haver interacao entre classes verticais distintas para modos horizontais distintos nos dois
sentidos, por exemplo, se uma onda de Rossby (r = 1) da classe 0 (na, nb) interage com uma

onda de Kelvin (g = 2) da classe 1 (nc,nd), também ha a interacdo reversa, e diferente, da
onda de Rossby da classe 1 com a onda de Kelvin da classe 0, e assim sucessivamente para
outros interagdes entre classes verticais e outros modos horizontais. Considerando as classes
verticais 0, 1, 2, 3, e 4 e os tipos de modos horizontais 1, 2, 3, 4 e 5, ha 20 interacdes verticais
entre classes verticais diferentes (0-1, 0-2, 0-3, 0-4, 1-0, 2-0, 3-0 4-0, 1-2, 1-3. 1-4, 2-1, 3-1, 4-1,
2-3, 2-4, 3-2, 4-2, 3-4 e 4-3) e 10 interacdes horizontais entre os tipos de modos horizontais (1-
2,1-3, 1-4, 1-5, 2-3, 2-4, 2-5, 3-4, 3-5 e 4-5) totalizando 200 intera¢gdes entre modos horizontais
e classes verticais. Note que a interacdo entre dois tipos de modos horizontais, com classes
verticais fixas, se invertida acaba sendo a mesma, porém a mudanca de classes verticais muda

o valor desta, pois r # q (veja equacao 144). No caso vertical seria um arranjo sem repeticao,

ou seja, 5!/3!'=20 e no caso horizontal seria uma combinacdo, isto é, 5!/(3!2!) = 10.
Considerando as 4 faixas verticais o total de interacbes sobe para 800, porém ao se calcular

individualmente para cada nivel de presséo, esse numero seria 200K, onde K é o nimero de

niveis de pressdo usados no estudo. No caso da ERA5 com K=37 o total de interagdes seria
200x37=7400.

Ressalta-que em todas as interacdes de energia calculadas dessa forma nédo se pode definir o
sentido delas com esse procedimento.

Analise dos Modos Verticais do Caso de Referéncia: ERA_5 (Vertical _Modes)

A altura média da tropopausa € 12 km (~ 190 hPa) e, considerando a Atmosfera Padrdo dos EUA
de 1976 (USSA), a altura média do nivel de 200 hPa é de 11,78 km; entdo os niveis abaixo e
incluindo 200 hPa ser& considerada a troposfera e os acima podem ser considerados como
estratosfera até 0,75 hPa (~50 km) e acima estaria a mesosfera até 0,01 hPa (~80 km). As
demais camadas (termosfera e exosfera, figura 3) da atmosfera ndo tem interesse nesse estudo.
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O caso da reanélise do ECMWF ERA_5 foi escolhido como referéncia para interpolagéo vertical
de todos os outros casos, pois tem 37 niveis bem distribuidos e com boa distribuicdo de modos
verticais por classes. Além disso, as reanélises do NCEP/NCAR versfes 1 (CFSR1) e 2 (CFSV2)
possuem 0s mesmos 37 niveis da ERA 5.

A figura 4 mostra os incrementos de presséao entre os niveis para o ERA_5. Nota-se que ha dois
saltos no incremento de pressao; esses saltos provocam dois saltos na estrutura vertical do modo
barotrépico equivalente (figura 5A). Ao se eliminar os saltos nos niveis de pressao, os saltos na
estrutura vertical desse modo também serdo eliminados. Nao ha evidéncias de que esses saltos
afetam significantemente a particdo de energia. Considerando incremento de pressdo com
variagdo parabdlica essas caracteristicas séo eliminadas. Esse era o caso da versao anterior do
BAM sigma, onde os incrementos verticais sigma (ou de pressédo) seguiam uma parabola para
minimizar problemas na discretizacdo vertical do modelo (Peter Kaplan, 1994, NCEP,
comunicacao pessoal), e a variagdo da estrutura dos modos verticais ficam suaves, seguindo
uma parabola no caso do modo barotrépico equivalente. Na figura 4 também séo apresentados
os perfis verticais do estado basico de temperatura e de estabilidade estatica usados no calculo
dos modos verticais e sdo obtidos da Atmosfera Padrédo dos EUA de 1976 (USSA).

Os 37 niveis de pressdo em hPa do caso ERA5 e CFS2 sdo os seguintes:
1000, 975, 950, 925, 900, 875, 850, 825, 800, 775, 750, 700, 650, 600, 550, 500, 450, 400, 350,
300, 250, 225, 200, 175, 150, 125, 100, 70, 50, 30, 20, 10, 7,5, 3,2 e 1.

Nesse caso (ERAS5 e CFS2) ha 14 niveis na estratosfera, e o topo é em 1 hPa, o qual tem a altura
média de aproximadamente 47,5 km. Essa caracteristica implica em ter 5 modos na classe 0 e
6 na classe 1. Isso permite uma boa analise da particdo modal de energia e da interacdo de
energia entre as classes. As alturas equivalentes para n=0 a n=36 sdo distribuidas pelas classes
como:

Classe 0: n =0 a 4; H0=9746,3 m a H4=641,39 m (5 modos)
Classe 1: n=5 a 10; H5=434,54 m a H10=125,10 m (6 modos)
Classe 2: n=11 a 18; H11=98,700 m a H18=11,595 m (8 modos)
Classe 3: n=19 a 28; H19=9,5300 m a H28=1,2308 m (10 modos)
Classe 4: n=29 a 36; H29=0,8940 m a H36=0,1487 m (8 modos)
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Figura 4 — Intervalos de pressao entre os niveis para o ERA_5 (A), Perfis Verticais do Estado
Bésico de Temperatura (B) e de Estabilidade Estatica (C).

Considerando a reandlise do ECMWF ERA5 e do NCEP/NCAR CFSV2 com 37 niveis pode-se
calcular os autovalores e autovetores da estrutura vertical em coordenadas de pressao, da forma
descrita anteriormente, que estdo apresentadas na figura 5. Para esse célculo utiliza-se um perfil
vertical de temperatura basica derivado com as caracteristicas da USSA (figura 4).

Pode-se obter as estruturas verticais e as alturas equivalentes de forma analitica considerando
a estabilidade estatica em coordenada vertical Inp; dai, o modo externo é uma solugdo
exponencial e os demais modos baroclinicos séo senoidais com a vertical; nesse caso a altura
equivalente é proporcional ao numero de vertical, ou seja, quanto menor o H,, , mais zeros tem

o modo vertical (Andrade, 1994; Bonatti, 2020). Pela figura 5, o modo externo n = 0 (figura 5A,

Hy = 9746,3 m), tem apenas um sinal em todo o dominio, porém néo é constante, além disso,
todos os modos sao divergentes, por isso a referéncia mais correta para este modo seria
barotropico equivalente divergente. Os demais modos tém numero de zeros de acordo com o
indice vertical e ficam com estrutura mais complexa a medida que o nimero de zeros aumenta
(H,, diminui), ou seja, @ medida que ficam mais internos (figuras 5B a 5J). Porém, os modos com
H,, n =1,2,3,4 apesar de internos, tém zeros acima de 250 hPa, mostrando uma estrutura
barotropica na troposfera e classificados junto com o modo externo como classe 0
(H,, = 600 m), pois a projecéo de energia nesses modos é muito semelhante na troposfera e
apresentam energia dominante em latitudes médias no cinturdo das altas. JA os modos com
H,,n=25,6,7,8,9,10 tém maximos em baixos niveis préximo a 850 hPa, zeros em torno de
500 hPa e maximos proximos a 200 hPa (figuras 5B e 5C); esses modos tém energia dominante
na regiao tropical onde ha fontes de calor, associadas a convecc¢ao profunda, com maximos em
torno de 500 hPa e s&o classificados como classe 1 (100 m < H,, < 600 m). As amplitudes
dos modos véo ficando maiores em baixos niveis a medida que o modo vai ficando mais interno,
porém a estrutura destes modos mais internos é semelhante em baixos niveis; portanto
necessita-se de muitos modos normais verticais para representar estruturas na baixa atmosfera
tais como fontes de calor com maximos em baixos niveis ou 0s processos de superficie. Os
modos com H, ,n =11,12,...,18, classificados como classe 2 (10 m < H,, < 100 m),

estdo associados com os processos de camada limite em geral. Os modos com H,, ,n =
19,20, ...,28 , representamaclasse 3 (1 < H,, < 10 m), que tem atuac&o principalmente
em regides montanhosas e processos de superficie e, e os modos com H,, ,n = 29, 30, ...,36

, que sao classificados como classe 4 (Hn <1 m) e apresentam mais atuacao em processos
de superficie principalmente em médias e altas latitudes sobre os oceanos.
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Figura 5 — Estruturas Verticais dos Modos relacionados ao caso ERAS e CFS2.

Analise dos Modos Horizontais do Caso de Referéncia: ERA_5 (Hough_Functions/gs)

Nas equacgbes de expanséao do potencial de velocidade, fungao de corrente e altura geopotencial
e feito o uso de harménicos esféricos, como ja salientado anteriormente:

n (k, ©)PF (1) exp(is)

FO,pk,t) =

(YD)

N(s)
{’=|s|



onde: 4 = Sin ¢,
P;(,u) é a Fungdo Associada de Legendre, representando a transformada em latitude e
exp( isA) representa a Transformada de Fourier em longitude,
S é 0 harménico zonal = 1, 2, ..., M,
M é o truncamento zonal,
£ ¢ o indice do modo meridional = |s|, |s| + 1,..., N(S), e
N () é o truncamento meridional (figura 6),
=M = Triangular,
=|s| + M = Romboidal.

Ha duas formas de representar o espectro: a primeira € com frequéncias negativas (propagacao
para oeste) e positivas (propagacao para leste) e numeros de onda zonais positivos e a segunda
€ com frequéncias positivas e nUmeros de onda zonais negativos (propagacado para oeste) e
positivos (propagacéao para leste). Na equacao de expansao anterior € utilizado a segunda forma.
A figura 6 apresenta uma representa¢cdo esquematica dos truncamentos triangular e romboidal
com um numero de modos semelhante, para s > 0. Ha dois casos nas equacdes até aqui
analisadas baseados nas propriedades de simetria em relagdo ao equador das funcdes
associadas de Legendre:

I) Caso simétrico:
£ = s + 2j — 1 : fungio de corrente antissimétrica;
£ = s + 2k — 2: potencial de velocidade e altura simétricas.

[I) Caso antissimétrico:
£ = s + 2k — 2 : funcéo de corrente simétrica;
£ = s + 2] — 1 : potencial de velocidade e altura antissimétricas.

Onde:
j=12,,L(s) =[N(s) —s+mod(N(s) —s,2)]/2 ;
k=12,-,K(s)=L(s)+1—mod(N(s)—s,2).

Triangular (M;) e Romboidal (M;)

Romboidal

/rian gular

Indice Meridional

| |
0 M, M,
Harmonico Zomnal

Figura 6 — Representacédo esquematica dos truncamentos romboidal e triangular.
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Pode-se sumarizar os modos horizontais da seguinte forma:

e s=0,w3=0:

Simétrico: L(0) Modos de Rossby (leste)
1 Modo de Kelvin (oeste)
Antissimétrico: K ) -1 Modos de Rossby (leste)

es =0, a)ﬁ;f;iO:

Simétrico: 2K(0) —2 Modos de Gravidade Inercial (oeste e leste)
Antissimétrico: 2L(0) -1 Modos de Gravidade Inercial (oeste e leste)
1 Modo Misto Rossby-Gravidade (leste)

¢« s#0, wit #0:

Simétrico: L(s) Modos de Rossby (leste)
2K(s)—1 Modos de Gravidade Inercial (oeste e leste)
1 Modo de Kelvin (oeste)

Antissimétrico: K(s)—1 Modos de Rossby (leste)
2L(s) Modos de Gravidade Inercial (oeste e leste)
1 Modo Misto Rossby-Gravidade (leste)

No primeiro caso, as ondas sdo estacionarias (a)ﬁ;f; = (). Nos demais casos, as ondas de
Rossby e a mista Rossby-gravidade se propagam para oeste (wﬁ;ﬁ < 0); as ondas de Kelvin

se propagam para leste (a)ﬁ"f; > (), enquanto para as ondas de gravidade inercial ha modos
que se propagam para leste e outros para oeste.

Analise da Frequéncia (Hough_Functions/gs)

A seguir sdo apresentadas algumas figuras de frequéncia e de estruturas horizontais para alturas
equivalentes e modos selecionados. Todos as figuras sdo para o caso de referéncia ERA_5:
modo barotrépico com €, = 9 e H,, = 9.746,3 m e o modo baroclinico com H,, mais préximo
de 250 m com €,, = 382,6 e H,, = 230,3 m. O modo externo barotrépico equivalente é o que
tem a maior energia no cinturédo de altas em latitudes médias e modo interno citado € o que tem
a maior energia na regiao tropical, principalmente onde ha conveccéao ativa (Silva Dias e Bonatti,
1986).

As figuras 7, 8 e 9 apresentam a frequéncia adimensional em funcdo do numero de onda zonal
para os diversos tipos de ondas: Rossby e mista Rossby-gravidade (7), gravidade leste e Kelvin
(8) e gravidade oeste (9).

A seguir serd feita uma breve andlise das figuras 7, 8, 9. Comparando as figuras &A (modo
externo) e 7B (modo interno) para os modos de Rossby e Misto Rossby-gravidade as frequéncias

ficam bem mais baixas para o modo interno tanto para a onda de Rossby (~ — 0,14 em s = 2
para~ — 0,06 em s = 7) quanto para a onda Mista Rossby-gravidade (de ~ — 0,60 em s =



0 para~ — 0,22 em s = 0), e a onda estacionaria de Rossby (dw/dk = 0) para propagacio

de energia fica em ondas mais curtas com S indo de 2 para 7 para o primeiro modo meridional.
Comparando as figuras 8A (modo externo) e 8B (modo interno) tanto para modos de gravidade
leste quanto para modos de Kelvin, as frequéncias ficam também bem mais baixas para o modo
interno; para as ondas de gravidade para leste as frequéncias adimensionais variam, para 0s

modos e nimeros de onda grafados, de ~0,8 a ~3,6 ems = 0ede ~54a~9,8ems =16
para o modo externo; de ~0,22a~091ems=0e de ~091a~15em s =16, parao
modo interno; para as ondas de Kelvin a frequéncia adimensional é de ~5,5em s = 16 parao

modo externo e de ~0,81 em s = 16 para o modo interno, lembrando que em s =0 a
frequéncia da onda de Kelvin é nula.

Comparando as figuras 9A (modo externo) e 9B (modo interno) os modos de gravidade oeste
ficam com frequéncias bem mais baixas para o modo interno, com as frequéncias adimensionais

variandode ~—4,2a~—10em s=0 e de ~—89a~—-54 em s=16parao
modo externo;e ~—099a~—-0,39em s=0 e de ~—148a~—-0,89 ems=16
para o modo interno. A onda estacionaria de gravidade oeste fica relativamente mais longa com
S indo de 2 para 1 para o primeiro modo meridional, sendo que para o modo externo a onda
estacionaria permanece em s = 1 para todos os modos meridionais grafados.

Portanto, em geral, a frequéncia diminui com a diminuicdo da altura equivalente e a onda
estacionaria de Rossby fica mais curta e mais longa para a onda de gravidade oeste.
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Figura 7 — Frequéncias das ondas de Rosshy e Mista Rossby-gravidade
para H,, = 9.746,3 m (A) e H,, = 230,3 m (B).
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Analise das Estruturas Horizontais (Hough_Functions/gs)

A figura 10 a 21 apresentam estruturas horizontais para alguns modos selecionados de Rossby,
de Kelvin, Misto Rossby-gravidade e de gravidade oeste e de gravidade leste. Todos os modos

exibidos nessas figuras tém altura equivalente H,, = 9.746,3 m, com €,, = 9, correspondendo
ao modo externo do caso de referéncia ERA 5.

Os modos de Rossby mostrados nas figuras de 10 a 13 mostram uma tendéncia ao balanco
geostrofico entre o vento e o campo de geopotencial tal que a velocidade meridional esta em
balanco geostrofico aproximado com o campo de geopotencial para ondas longas, enquanto a
velocidade zonal o esté para ondas curtas. Isso implica que a tendéncia local da velocidade zonal
€ grande para ondas longas e a tendéncia local da velocidade meridional € pequena para ondas

curtas. Para £ grande o gradiente de geopotencial na regido equatorial € menor que para £
pequeno; porém, a intensidade do vento é forte nessa regido pois a tendéncia para a geostrofia
desses modos na regido equatorial faz com que a velocidade seja grande, desde que o
parametro de Coriolis € pequeno. A maxima amplitude do campo de geopotencial desloca-se

para altas latitudes com o acréscimo de £ e as latitudes onde ha vento maximo dependem de ¥,
mas ndo ha nenhuma preferéncia latitudinal definida.

As ondas de Rossby apresentadas nas figuras 10 e12 sdo simétricas (vento zonal e geopotencial
simétricos e vento meridional antissimétrico em relacdo ao Equador) e as das figuras 11 e 13
sao antissimétricas (vento zonal e geopotencial antissimétricos e vento meridional simétrico em
relacdo ao Equador). Ainda em relacdo as ondas de Rossby, a sua propagacédo estd associada
ao campo de vorticidade. Lembre-se que a vorticidade € positiva para baixa no Hemisfério Norte
(HN) e alta no Hemisfério Sul (HS), e negativa para alta no HN e baixa no HS. Na regido da alta
central da figura 10 ha altas tanto no HN quanto no HS (modo simétrico), entdo, nessa regido de
alta no HN a vorticidade é negativa e positiva no HS. Considerando a alta do HS, na sua regiao
NE o vento é praticamente zonal e negativo, diminuindo para a regido central da alta. O inverso
ocorre na regido NO da alta. Entdo, na regido norte da alta do HS, tem-se que a advecc¢ao
principal de vorticidade € a zonal. Ao NE da alta do HS o gradiente zonal de vorticidade € negativo
e 0 vento negativo, dando adveccéao de vorticidade positiva; o oposto ocorre a NO da alta do HS,
com adveccédo negativa. Entéo, a vorticidade tende a crescer a NE da alta do HS e decrescer a
NO. Como o maximo de vorticidade esta na regiao central da alta do HS, entédo, a tendéncia é
gue esse maximo se propague para leste.

Nas figuras 14 e 15 encontram-se exemplos de estrutura de onda de Kelvin, que é um modo
simétrico. Nota-se um balanco geostrofico entre a velocidade zonal e o gradiente meridional de
geopotencial com velocidade meridional quase nula. Como a onda de Kelvin é um tipo de onda
de gravidade, a sua propagacéo esta associada ao campo de divergéncia. Ha convergéncia entre
a alta e a baixa a leste e divergéncia entre a alta e a baixa a oeste, caracterizando propagacao
dessa onda para leste. O geopotencial tende a diminuir devido a diminuicdo de massa na regido
onde ha divergéncia, e a aumentar na regido onde ha convergéncia, entdo, a baixa a oeste da
alta e a alta tendem a se propagar para leste. Com o aumento do niumero de onda (figura 15) as
estruturas tendem a se confinarem mais proximas ao Equador.

As figuras 16 e 17 apresentam exemplos de onda mista Rossby-gravidade, que € um modo
antissimétrico. Essa onda apresenta dois vortices bem definidos e centrados no Equador, o que
€ uma caracteristica dos modos antissimetricos. Nota-se que o vento meridional cruza o Equador,
correspondendo a uma troca de massa entre 0s hemisférios (compare as figuras 16 com 10). Ao
contrario das ondas puras de gravidade, a onda mista tem uma tendéncia marcante para a
geostrofia em altas latitudes, porém na regido equatorial o escoamento cruza as isolinhas de
geopotencial, mostrando caracteristicas de onda de gravidade e a predominancia do movimento



meridional nessa regido, o que demonstra o carater misto desse modo. Quanto a sua propagacao
pode-se usar o critério da vorticidade em latitudes médias e o da divergéncia na regiao equatorial
e, da mesma forma que o modo de Kelvin, também apresenta confinamento proximo ao Equador
com o aumento do numero de onda (figura 17).

Wind and Geopotential Height ROSSBY ERA 5:
E00=9.0 H00=9746.3m s=1 I[=1 w=-0.098453
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Wind and Geopotential Height ROSSBY ERA 5:
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Wind and Geopotential Height ROSSBY ERA 5:
E00=9.0 H00=9746.3m s=6 I[=1 w=-0.104324
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Wind and Geopotential Height ROSSBY ERA 5:
EF00=9.0 H00=9746.3m s=6 [=6 w=-0.037616
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Wind and Geopotential Height KELVIN ERA 5:
E00=9.0 H00=9746.3m s=1 I=—-1 w=0.364004
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Wind and Geopotential Height KELVIN ERA 5:
E00=9.0 H00=9746.3m s=6 I——l w=2.099177
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Wind and Geopotential Height MIXED ERA 5:
E00=9.0 H00=9746.3m s=1 [=0 w=-0.419670
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Wind and Geopotential Height MIXED ERA 5:
EF00=9.0 H00=9746.3m s=6 [=0 w=-0.141424
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Wind and Geo&mtentml Height GRAV EAST ERA 5:
F00=9.0 HO

9746.3m s=1 I=1 w=1.267300

~
.
'I.
i
i
i
£
'
/!
#
-
-

e ]
-
-
b ]
b
%
A
&3
'L
‘uﬂ
f
f
o,
-
-
-

'-u'-- ——

Vi

- ——— e ——
e
- L]

- o |
l

4 l
J !
b !
¢. i
1. 1
\
ltj:.y/
"
b . Y

—Hﬂ ff?f

Jfffffr
Ik ‘n;lisg.rf!fff

LATITUDE

154 ety

N /
[, - b
. R e e - S - | -——Fﬁ 'ﬂ—
-

\1\‘11%_“
N Sy =

0 k\:\"\.‘}i\f 1
-h %N \1

“\‘.‘...ﬂ,an.-.-ff!r

(10;11..5 Y A B | -
0 30 60 90 120 150 180 210 240 270 300 330 360
[RBO125L037 s * LONGITUDE 55

Figura 18 — Onda de gravidade leste para €, =9, s =1, £ = 1 e frequéncia
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Wind and Geo&v
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Wind and Geopotential Height GRAV WEST ERA 5:
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Wind and Geopotential Height GRAV WEST ERA 5:
E00=9.0 H00=9746.3m s=6 I[=1 w=-2.24339%4
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Figura 21 — Onda de gravidade oeste para €, = 9, s =6, £ = 1 e frequéncia

w = —2,243294.

As figuras 18, 19 e 20, 21 apresentam modos de gravidade simétricos propagando-se para leste
e oeste, respectivamente. A estrutura dos campos da onda de gravidade oeste € semelhante a
onda de Kelvin, porém os campos de vento e de geopotencial estdo defasados 180°. A
zonalidade do campo de vento para as ondas de gravidade para ondas longas (figuras 18 e 20)
€ mais pronunciada que para ondas curtas (figura 19 e 21). Além disso, ndo ha tendéncia a
geostrofia: o vento escoa para a alta de geopotencial e quando é paralelo as isolinhas de



geopotencial tem sentido contrario ao geostrofico. Entdo, aceleracdes locais das componentes
zonal e meridional do vento sdo altas para satisfazer a equacdo do movimento ageostrofico.
Como resultado da ageostrofia, surge uma divergéncia grande e a direcdo de propagacao é
facilmente obtida com sua relacdo com a tendéncia local do geopotencial. Pela figura 20, ha
convergéncia a oeste da alta central e divergéncia a sua esquerda. Como a divergéncia tende a
diminuir o geopotencial e a convergéncia a aumenta-lo, a onda se propaga para oeste. A onda
de gravidade leste dada na figura 19 tem caracteristicas idénticas as citadas para a onda de
gravidade oeste, porém a propagacdo é no sentido contrario, como mostra a divergéncia em
latitudes médias a oeste das altas e a convergéncia a leste.

Com a diminuigcdo de H,, as caracteristicas gerais desses modos se mantém, porém, as
configuracbes sdo mais confinadas na regido equatorial (ndo mostrado) como ressaltado em
Bonatti et al. (1983).

Analise da Continuidade Energética dos Modos de Rossby N&o-Zonais e Modos
Geostroéficos (Hough_Functions/gs)

Uma outra caracteristica importante dos modos horizontais € a continuidade energética dos
modos de Rossby ndo-zonais e os modos geostroficos. A figura 22 mostra a energia cinética

zonal (E.-z), a energia cinética meridional (E.y) e a energia potencial disponivel (Epp) para
€, = 9,0 (H, = 9746,3 m) e para €, = 382,6 (H,, = 230,3 m), correspondentes ao caso de
referéncia ERA_5, para os modos de Rossby, em funcdo do harménico zonal (s) e do indice
meridional (£). A E¢p; s6 tem valor para s > 0, dado que para os modos geostréficos E -y, € nula.

Fica clara pela figura 22 a continuidade energética entre os modos geostroficos zonais e 0s ndo-
zonais. Para s =0 e €, pequenotem-se E., tendendo a 0,5 (figura 22A) e Epp tendendo
a zero (figura 22E); para €, grande E., (figura22B)e Epp (figura 22F) tendem para 0,25.
Lembrando que para s = 0, E;y € nulo. Tais resultados sdo esperados pela teoria. Para €,
pequeno (figura 22A) E., cresce com £ e decresce com s, enquanto para E¢, (figura 22C)
ocorre o oposto; a Epp (figura 22E) é concentradaem s pequenoe € emtorno de 1. A variagéo
de E.; e E.y é aproximadamente linear no plano s versus ¢, sendo E., mais concentrada
em s pequenoe ¥ grandee E., em s grande e € pequeno. Para €, grande o carater de
variagdo de E., (figura22B)e E. (figura 22D) ndo muda, em geral, porém ndo é mais linear
e a concentragdo dos maximos torna-se mais confinada; a Epp (figura 22F) sofre mudancgas
maiores, ampliando as regides de valores significantes, tendo uma concentracdo maior para S
pequeno e ¥ em torno de 11.

O conhecimento de tais propriedades é importante quando se estuda dispersdo de energia em
modelos e partigio de energia em dados observados. E interessante realizar estudos com dados
observados para verificar a consisténcia da particdo de energia entre modos geostroficos zonais
e a sua contrapartida ndo-zonal.
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Figura 22 — Energia Cinética Zonal (A, H,, = 9746,3 m; B, H,, = 230,3 m), Energia Cinética
Meridional (C, H,, = 9746,3 m; D, H,, = 230,3 m) e Energia Potencial Disponivel (E,
H, = 9746,3 m; F, H, = 230,3 m) para os Modos de Rossby em funcdo do
Harménico Zonal (s) e do indice Meridional (£).



Velocidade de Grupo e Dispersao de Energia na Esfera (Hough_Functions/gs)

O conceito basico para o entendimento do processo de dispersdo de energia é a velocidade de
grupo. Em um sistema dispersivo, a velocidade de propagacdo de energia é diferente da
velocidade de fase das ondas: a energia propaga-se com a velocidade de grupo (Lamb, 1952;
Rossby, 1945). Essa discussao é baseada em Silva Dias e Schubert (1979).

A velocidade de grupo Cc;i'i na direcdo oeste - leste é dada por:

s?
s __ d Wyrn
CGT,n T 9s (145)

para o caso continuo em s (nimero de onda zonal), isto €, um dominio infinito na direcédo zonal,

yay . . , . . . .
onde a)rs'n e a frequéncia. Considerar-se-a a partir daqui o conceito de velocidade de grupo

qgquando os numeros de onda zonais permitidos sdo quantizados pela periodicidade zonal
imposta, segundo trabalho feito por Hoskins et al (1977).

Admitem-se duas ondas da forma exp[i(s;4 — wﬁ,’f;,lt)] e exp[i(s,4 — wﬁ,’f;,z t)] que serdo
designadas por onda | e onda Il, respectivamente. Ao se considerar a diferenca de fase entre as
ondas | e Il igual a 2mj (j =0, £1, £2, ...), pode-se escrever a seguinte equagdo que

relaciona a longitude A e o tempo t:
. st st
. 21j+( Wyn1— a)r’n’z) t

A= . (146)

S1—=52

A equacéo 146 define as linhas continuas no plano (4, t) mostradas na figura 23. Em um ponto
(A4, t;) sobre estas linhas, as ondas | e Il ttm a mesma fase, exceto por um fator 27. Sem perda
de generalidade, admite-se que em t = 0 ha uma crista de uma das ondas em x = 0; assim, as

cristas s&o localizadas em A,,, = 2mm/s (m =0, +1, 2, ...), inicialmente. As cristas de

: £ ¥ - "
uma onda movem-se no tempo com velocidade de fase C{?’n = a)f'n/s, definindo a familia de

retas:

2mm+ a),s:’fl t

N=———7— (147)

S

Estas linhas definem a posicdo das cristas no plano (4, t) como mostrado na figura 23. (linhas
tracejadas para a onda | e tracejadas com pontos para a onda ll). A intersecgao entre as retas
definidas nas equacées 146 e 147 estabelecem os pontos no plano (4, t) onde ambas as ondas
se reforcam entre si, isto €, a diferenca de fase entre a onda | e a onda Il é zero (exceto por um
fator 21r) e ambas estdo com a crista no ponto de intersecgdo. Ao se tomar j =0 e m =1,
ter-se-a8o as formulas de Hoskins et al (1977) para a distancia e tempo de refor¢co dos cavados.
Os pontos de interseccgdo para j e m arbitrarios tem coordenadas:

rn,2

/11,2 (i' m) =21 st st

S1 (l)r’n’z =S, W

, £ st
(j-m) w3y 4+m wd
AU (148)

rm,1



t1,2 (j' m) =2m st st (149)

(J—-m) s;+m s, l
S1 O)r,n,z—Sz w

rn1

Maiores detalhes podem ser encontrados em Bonatti (2020). Pode-se agora interpretar a figura
23 mais cuidadosamente. As linhas de diferencas de fase sdo indexadas por j = —2, —1, 0,
de acordo com a equagdo 146 e a inclinagdo (w; — w,)/(s; — S,) € a correspondente & onda
mista Rossby-gravidade para a esfera, com €,, = 402%a*/gH,, = 9e H,, = 9,75 km, (onde {2
é a velocidade de rotacéo da Terra, a seu raio médio, g a aceleracéo da gravidade e H,, a altura

equivalente) e s; = 3 (onda I), a)f,’f;l = —0,23977 e s, =1, w:,'f;'z = —0,41967 (onda Il),
valores do caso de referéncia ERA 5. Essas ondas foram escolhidas, pois resultam em um

grafico com linhas de fase bem distribuidas.

As linhas indexadas por m = —1, 0, 1, 2 séo as definidas pela equacgédo 147 paraaondal e

as indexadas por m =0, 1, 2, 3 correspondem ao equivalente para a onda Il. O trem de
pontos de refor¢co propaga-se no tempo ao longo das linhas de diferenca de fase constante

(linhas continuas) com velocidade CGf,'fl dada por:

st st

{ Wyn1~ Dyn2
Cgot = Lol T 150
GT,Tl S1—So ( )

No limite, quando s, tende para s;, tem-se a definigdo tradicional de velocidade de grupo dada
na equacao 145. Entretanto, quando se imp0&e periodicidade na direcdo zonal, a equacao 150 é
a definicdo apropriada para a velocidade de propagacdo de energia associada as ondas | e I
(Hoskins et al, 1977), pois os nimeros de onda s&o discretos (s = 0,1, 2, ...).

A figura 23 mostra que em t = 0 tem-se um ponto de reforco em A = 0. Ao se seguir este ponto
ao longo da linha de diferenca de fase constante ocorrerdo novos reforcos em intervalos de

tempo 4 t; , dados por:

S1—52

st s,
S1 Wyp27S2 Wrpq

Ati,=2m (151)

e as sucessivas distancias entre esses pontos de reforco 4 A, , seréo:

st st
rn1- Prn2

st
rn1

w

A Al’z = ZT[ , (152)

st
S1 wT,TL,Z =S, W

Conforme indicado na figura 23, podem-se obter os seguintes valores para o intervalo de tempo
A t;, = 12,33 = 23,49 horas e para as distancias 4 A1, = 1,09 rd = 62,45°.

A direcéo de propagacao do trem de refor¢co depende da inclinagdo da linha de diferenca de fase
constante definida na equacéo 152. Para as duas ondas mostradas na figura 23, o trem de pontos

de reforco move-se para leste com CGi’fl = 0,08995 = 64,8 °/dia, desde que a inclinacéo é

positiva. Um valor negativo para CGi’fl implica em propagacéo de energia para oeste.



As ondas mostradas na figura 6 representam modos internos (€,, = 9). As figuras de 24 a26
mostram a velocidade de grupo em funcdo do numero de onda para diferentes modos e alturas
equivalentes.

O trem de reforco associado as ondas de Rossby com indice meridional baixo propagam-se para
oeste na regido do espectro das ondas longas e para este para as ondas mais curtas. Para 0s
modos meridionais mais altos, o intervalo do espectro, no qual ha propagacédo para oeste, €
muito mais amplo, mas a velocidade de grupo é menor. A energia associada com as ondas mais
curtas tende a se propagar como uma configuracéo rigida, desde que as frequéncias estao
associadas com linhas quase retas (figuras24 a 26).

Reinforcement Points (®) between the Waves Mixed — ERA_5:
5,=3, @,=—0.239770 Wave |, s,=1, w,=—0.419670 Wave Il, &,=9 H,=9746
Cqg = (w,—w,)/(s,—s,) = AA,,/At,, = 0.089951
ANy, = 2m(w,—w,)/(s\w,—s,@,) = 1.109000 |RB0125L037 |
At,, = 2m(s,—s,)/(s,0,—5,w,) = 12.329000
Continuous Lines: Contant Phase Diferences, Waves | and Il, j=—2,—-1,0
Dashed Lines: Wave | Crest Positions, m=-1,0,1,2,3
Dashed—Doted Lines: Wave Il Crest Positions, m=0,1,2,3
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Figura 23 — Pontos de refor¢co entre ondas mistas Rossby-gravidade | e Il.

Modos meridionais mais altos para €,, = 9 sdo quase ndo dispersivos incluindo as ondas longas,
tanto para ondas de gravidade para oeste, como para ondas de gravidade para leste. O refor¢o
para ondas de gravidade ocorre tipicamente em menos de um dia (exceto para modos
meridionais menores) e para ondas de gravidade oeste (ondas de gravidade leste). Se a
condicao inicial contém mais energia nestes modos, a dispersdo devido aos modos rotacionais
é inibida pelo carater dispersivo rapido das ondas de gravidade, desde que estas se propagam
ao redor do globo em uma escala de tempo menor que o tempo de reforgo das ondas de Rossby.

Outro ponto a ser considerado se refere & assimetria leste-oeste pelas diferencas nas
caracteristicas dispersivas dos modos de ondas de gravidade leste e oeste. Exceto para
grande, 4 A, 4 t;, e (g1, podem diferir significantemente e, para energia inicial em ¢



pequeno, a assimetria da frente das ondas pode ser pode ser bem marcante (Silva Dias e
Schubert, 1979). Veja as figuras de 24 a 26 correspondentes para o0 caso da velocidade de grupo.

Erros nas estimativas de 4 A, , para os modos de Rossby s&o provavelmente muito grandes se
0s numeros de onda zonal s; e s, séo localizados cada um de um lado do maximo da curva de
frequéncia. A velocidade de grupo torna-se desprezivel e os pontos de reforco permanecem
quase estacionarios, ocorrendo em intervalos de tempo dados por 4 t; 2. A regido do espectro
para a qual a velocidade de grupo troca de sinal é funcdo de . Entdo se a energia inicial esta
em modos meridionais de alta ordem (£ grande), a perturbacao estacionaria somente aparecera

se a maxima energia esta em altos niumeros de onda zonal (s grande, correspondendo a ondas
curtas).

O modelo barotrépico ndo divergente estudado por Hoskins et al (1977) tem boa resposta com
respeito a dispersdo de energia entre ondas curtas (s = 7). Entretanto, para ondas longas, e
especificamente para s < 3, a dispersdo é drasticamente afetada pela suposicdo de néo-
divergéncia. No modelo ndo-divergente, a velocidade de grupo entre ondas ultralongas, para o
modo £ = 1, é positiva (tabela 1 de Hoskins et al, 1977); enquanto para um modelo divergente
o trem de reforcos move-se para leste (Cq1, = —13°/dia, paraf =1, 1< s < 3). Paraas
ondas nas quais 3 < s < 7, a velocidade de grupo para leste imposta pelo modelo divergente

€ cerca de 30% menor que para o modelo de previsdo ndo-divergente (Silva Dias e Schubert,
1979).

A excessiva velocidade da onda para oeste das ondas rotacionais ultralongas é discutida por
Phillips (1963). Para as ondas ultralongas, a magnitude da divergéncia horizontal ndo é
desprezivel quando comparada com a componente vertical da vorticidade (Burger, 1958) e,
entdo, nenhum modelo com a suposi¢cdo de divergéncia pequena ou nula € apropriado para
descrever as caracteristicas dessas ondas.

A seguir sao apresentadas as figuras 24, 25 e 26 da velocidade de grupo em funcéo do nimero
de onda para os modos horizontais com alturas equivalentes representantes do modo externo

(H, = 9.746,3 m) e do modo interno baroclinico com H,, mais préximo de 250 m (H,, =
230,3 m) correspondentes ao caso de referéncia ERA_5.

Note que nas figuras 26A e 26B para as ondas de Rossby e Mista Rossby-gravidade a velocidade
de grupo tende a zero. Nas figuras 25 e 26 para as ondas de gravidade inercial a velocidade de
grupo tende, em médulo, para / gH,, na forma dimensional ou 61_11/2 na forma adimensional;
nesses graficos sao apresentados os valores adimensionais, entdo, nas figuras 25A e 26A o
valor adimensional, em mddulo, é 0,33333 (309,158 m/s) e nas figuras 25A e 26B &, em
modulo, 0,05097 (47,523 m/s).
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Figura 24 — Velocidade de grupo das ondas de Rossby e Mista Rossby-gravidade
para H,, = 9.746,3 m (A) e H, = 230,3 m (B).
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Figura 25 — Velocidade de grupo das ondas de gravidade oeste e Kelvin
para H,, = 9.746,3 m (A) e H,, = 230,3 m (B).
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Apéndice A: Analise Analitica das Interagc8es Nao-Lineares entre Modos Verticais

Considerando um modelo global, as interacdes entre os modos se déo através dos termos nao-
lineares das equacfes. Para uma analise analitica dessas interacdes entre modos verticais €
necessario o calculo analitico das estruturas verticais, o que sera considerado em primeiro lugar;
na sequéncia serdo analisados os termos nao-lineares das equac¢des. Fulton e Schubert (1980)
apresentam uma solugdo analitica para as estruturas verticais considerando a frequéncia de
Brunt Vaisala constante. Para fazer uso dessa consideracdo fica mais pratico utilizar a

coordenada g = p/ps como coordenada vertical.

O parametro de estabilidade estatica em coordenadas de pressao (equacéo 7) é:

Rg & dT
r ( T — —). (A.1)
(p) = pg\prCp dp
Ao se multiplicar a equacéo 5 por p2 encontra-se:
R, 7 R.T _ RS
= _d(_d = _d —_d-
p2l(0) = g( & T — da) o =y (A2)

onde T éo parametro de estabilidade em coordenadas sigma e pode ser escrito em termos de
S, que é proporcional & frequéncia de Brunt Vaisala, como I' = §/o . S pode ser considerado

constante em coordenadas verticais ¢ = — In( o) = In(ps/p) e essaaproximagéo é bastante
realista, principalmente na troposfera tropical, e permite o calculo analitico dos autovalores e
autovetores da estrutura vertical (Haas, 1993).

A equacdo da estrutura vertical em coordenadas de presséo (equacaol?) é

4 ldﬂ) 1wy _
. (’1‘“’ . +Hn v, =0, (A.3)

e substituindo a equacdo A.2 em A.3, e usando a definicdo de o = p/ps,obtém-se a equacéo
da estrutura vertical em coordenadas sigma:

d (Gg d¥,,

1
o \R,T do ) + H—n‘{’n = 0. (A.4)

Para obter a solucdo analitica escreve-se a equagdo B.4 em coordenadas verticais ¢ da
seguinte forma:

d?*Zy R4S 1) .
ac? + (an ” Z, =0, (A.5)

onde

Yn(§) = Zn($) exp($/2), (A.6)

E as condi¢des de contorno dadas nas equacdes 18 e 19 tornam-se:



dZy,

= "SsZn, £=0, (A7)
e
dZy
- —SrZn, § =41, (A-8)
onde ) ]
1 S 1 S
S = (E — T_S) e St = (E — T_T) (A.9)

Pode ser mostrado que a equacao B.6 com as condi¢cdes de contorno A.7 e A.8 formam um

problema de Sturm-Livouville (Bonatti, 2020). Normalizando Zn pode-se escrever uma relacéo
de ortonormalidade para a estrutura vertical tal que:

Iy Zm(E)Zn(§)dE = [} W (0)Wn(0)dT = Sy, (A10

onde &8,,, =0, n=m e §,,, =1, n # m, é o delta de Kronecker, e pela definicao de &
pode-se escreverque dé = —expédo equando E =0 = o=1e { =& = o0 =0y,
com or = In (p;/ps) e daequacdo A.6 tem-se que Z,, = exp(—¢&/2) W,,.

A condicdo de ortonormalidade A.10 esta ligada as consideracfes energéticas, ja que permite a
particdo de energia entre modos normais verticais com diferentes alturas equivalentes (Kasahara
e Puri, 1981) e a andlise energética pode ser feita para cada um deles separadamente. E devido
a igualdade dada na equacédo A.10 a condicdo de Sturm-Livouville pode ser estendida para a

funcéo W,,(0), ou seja, W,, (o) também forma uma base completa e pode representar a estrutura
vertical dos campos.

A profundidade equivalente H,, e a estrutura vertical Z, (&) serdo obtidas como autovalor e
autovetor do sistema formado pelas equacfes A.6, A.7 e A.8. Os valores numéricos usados para
0s parametros das equacfes A.6, A.7 e A.8, sugeridos por Fulton e Schubert (1980), seréo:

S =36K, TS =287 K, Cp =1005 m? s2 K1, R; = 287,05 m? s2 K, g =9,80665 ms, ps = 1000
hPa, pr =50 hPa, {r =2,996 e T, = §/K = 126,04 K com k = R;/C,,. O valor de Ty é obtido
resolvendo-se a equacao A.2 em sigma para S constante, obtendo-se o perfil da temperatura do

estado basico de forma analitica e calculando Ty = T(é7) = 194,45 K. Pode-se também,
determinar a altura geopotencial basica considerando-se o estado basico hidrostatico (veja as

equacgOes em Bonatti, 2020). Note que para esses céalculos pg € considerado constante.

A equacédo A.6 é do segundo grau em f e tem coeficiente RdS_'/an — 1/4 constante; logo,
sua solucéo pode ser de trés tipos: linear, se o coeficiente for nulo, exponencial se o coeficiente
for negativo e senoidal se o coeficiente for positivo. Os trés casos serdo analisados a seguir.

a) Solucdo linear, com coeficiente de (A.5) nulo, entdo Hy = 4R;S/g = 4.215,02 m, usando
os valores dos parametros citados anteriormente. A equacgao A.5 torna-se:

d?z,
dé?

=0 (A.11)

A solucgédo é unica com estrutura vertical do tipo:



Substituindo A.12 nas condigdes de contorno A.7 e A.8, obtém-se para § =0 e ¢ =&,
respectivamente:

{SSAO + BO - O A13
SrAo + (1 + Spér)By = 0 (A.13)
Para solugédo néo-trivial o determinante deve ser nulo e resolvendo para  encontra-se:
1 1 4S(Tr—T
Sr=———= qr=Ts) (A.14)

Ss Sy (Ts—285)(Tr-25)

Como o valor da temperatura no topo € menor que a temperatura de superficie e qualquer desses
valores é maior que o dobro da estabilidade estatica do estado béasico, tem-se que ér < 0, 0
que néo se constitui em um resultado fisico possivel. Logo, isto implica que Hy # 4R;S/g.

b) Solugdo exponencial, com coeficiente de A.5 negativo, entdo Hy > 4R;S/g. A equacdo
torna-se:

d?z,
daé?

—{5Zy = 0, (A.15)

onde (¢ = 1/4 — R;S/gH, e a estrutura vertical é do tipo:
Zy = Ay cosh((yé) + By sinh({¢). (A.16)

Substituindo A.16 nas condigdes de contorno A.7 e A.8, obtém-se para § =0 e & =&,
respectivamente:

By = (—Ss/{0)Ao. (A.17)
e
_ (8s=S71)¢0
tanh( {yé7) = —ié—SsST , (A.18)

A equagéo A.18 d& solucéo Unica para {, e, portanto, para Hy e Z,(§). Como a equagéo A.18
€ transcendental com solucdo Unica, 0 meétodo iterativo recomendado para obté-la é o de
Newton-Rapson. Esta solucdo é chamada de modo externo ou barotrépico (equivalente e
divergente), pois representa uma oscilacdo da interface solo-atmosfera, ou seja, da atmosfera
como um todo, sem propagacéo vertical.

Note que se {; = oo, a tangente hiperbdlica tende a 1 em A.18, e tem-se uma equacgdo do
segundo grau em {,, porém como A.18 tem solugdo Unica, s6 uma solugédo é vdlida e seria
(o = S, que resulta em H, = 9.605,65 m, utilizando T; = S/k =126,04 K, que é o menor valor
possivel de se obter para H,, utilizando essa metodologia. A solucédo descartada seria {; = St
que daria um valor para H, de 5.164,41, que apesar de maior que 4Rd5_'/g € muito baixo e na



solucdo de A.18 por Newton-Rapson ndo se consegue obter essa solucdo, apenas a anterior é
obtida.

A funcéo estrutura vertical para o modo externo fica dada por:

Zy = Ag[cosh({p¢) — (Ss/So) sinh({p$)]. (A.19)

Para que a integral vertical dada na condicéo de ortonormalidade A.10 seja 1, isto €,
[T 72dE =1 A.20
o Z0d§ =1 (A.20)

A constante A € obtida substituindo A.19 em A.20 e chegando a:

Ay = {[f_r n sinhizziofT)] ~ S, [cosh(zzom—l] t 52 [sinh(zzo&)/co—Zfr]}‘l/z

2 243 442
(A.21)

c) Solugdo senoidal, com coeficiente de (A.5) positivo, entdo H, < 4Rd5‘/g. A equacao
torna-se:

d*z,

et (27, =0, (A.22)

onde {2 = R;S/gH, — 1/4 e a estrutura vertical é do tipo:

Z, = A, cos((, &)+ B, sin({,¢). (A.23)

Substituindo A.23 nas condi¢des de contorno A.7 e A.8, obtém-se para ¢ =0 e & =&,
respectivamente:

B, = (=Ss/$n)An, (A.24)
e
_ (Ss=S7)n
tan({,ér) = 725557 (A.25)

A equacdo A.25 d& solugdo mdltipla para {,, e, portanto, para H,, e Z,,({). Como a equacéo
A.25 é transcendental, a solu¢cdo recomendada é utilizando o método iterativo de Newton-
Rapson, pois as solugcbes apesar de multiplas sdo bem-comportadas. Estas solugbes sao
chamadas de modos internos ou baroclinicos, pois representam oscilagbes com propagacao
vertical. Note que nesse caso ndo ha uma solucédo para A.25 quando ¢ — o0, pois a fungdo
tangente ndo tem valor definido para argumento infinito, porém pode-se obter solu¢do tornando
pr muito pequeno, da ordem de 10, por exemplo, resultando em & = 18,42. Utilizando esse
valor para py, obtém-se H, = 9605,67 m praticamente igual ao valor do limite quando & — oo.

As funcdes da estrutura vertical para os modos internos ficam dadas por:



Zn = Aplcos(Gné) — (Ss/¢n) sin( $$)]. (A.26)

Para que a integral vertical dada na condi¢cdo de ortonormalidade A.10 seja 1, isto &,
[T 72dE =1
o Znd$ =1, (A.27)

a constante A,, é obtida substituindo A.26 em A.27 e chegando a:

o= ([ 4 ] o g e
A.28

A profundidade equivalente H, e o nimero de camadas minimo para se ter uma solugao
numérica equivalente a solucdo analitica dos coeficientes espectrais dos termos nao-lineares,
tema gque sera mais bem entendido na analise analitica dos termos nao-lineares, considerando
uma certa tolerancia, para o modo externo (n = 0) e para os modos internos (n > 1) estéo na
tabela A.1. Os resultados apresentados nas tabelas consideram apenas as classes 0,1 e 2eo0
primeiro modo da classe 3 para topos distintos. Normalmente os modelos globais tém topo acima
de 50 hPa, por exemplo o MONAN tem topo em torno de 10 hPa e o BAMHY tem topo em 0,11
hPa, o que leva a resultados diferentes; tais resultados estéo na tabela A.1.

Tabela A.1: Altura Equivalente e Numero Minimo de Camadas na Interagdo Vertical de Energia
para os Modos Normais das Classes 0, 1, 2 e o Primeiro da 3 em Funcao do Topo Considerado

(4R;S/g = 4.215,02m Tolerancia = 2-%6 = 1.49x10%)

Modos Verticais Analiticos
&r = 2,996 ér = 4,605 ér =9,115
T; = 194,45 K T = 169,24 K T, = 137,95 K
Indice Altura Minimo Altura Minimo Altura Minimo
do Equivalente de Equivalente de Equivalente de
Modo H,. m) Camadas H,. m) Camadas H,. m) Camadas
(n) v (K) n (K) v (K)
0 10.121,28 6 9.818,08 6 9.617,40 8
1 760,54 10 1.412.66 10 2.730,95 10
2 224,79 12 490,78 14 1.405,29 14
3 103,44 16 234,46 16 782,70 16
4 58,92 20 136,28 20 483,62 20
5 37,93 22 88,39 22 324,38 22
6 26,42 26 62,84 26 231,31 26
7 19,45 28 45,63 28 172,75 28
8 14.93 30 35,04 30 133,69 30
9 11,79 34 27,74 34 106,42 34




10 9,56 36 22,50 36 86,67 38
11 - - 18,62 40 71,91 40
12 - - 15,66 42 60,61 42
13 - - 13,35 44 51,77 46
14 - - 11,52 46 44,72 48
15 - - 10,04 50 39,02 50
16 - - 8,82 52 34,34 52
17 - - - - 30,45 56
18 - - - - 27,18 58
19 - - - - 24,41 60
20 - - - - 22,05 64
21 - - - - 20,01 66
22 - - - - 18,24 68
23 - - - - 16,69 72
24 - - - - 15,35 74
25 - - - - 14,14 76
26 - - - - 13,08 78
27 - - - - 12,13 82
28 - - - - 11,28 84
29 - - - - 10,52 86
30 - - - - 9,83 88

Nota-se na tabela A.1 que a medida que se torna o topo mais alto, mais modos aparecem nas
classes 0, 1 e 2, sendo que para o topo em 50 hPa ha 2 modos na classe 0, e 2 modos na classe
1 e 6 modos na classe 2, para o topo em 10 hPa h& 2 modos na classe 0, 3 modos na classe 1
e 11 modos na classe 2 e para o topo em 0.11 hPa ha 4 modos na classe 0, 6 modos na classe
1 e 20 na classe 2. Portanto, é mais dificil obter aumento de modos nas classes 0 e 1 que na
classe 2. Entdo, de acordo com a configuracao do modelo para o seu topo e o niumero de modos
considerados, ha que se utilizar o numero minimo de camadas do modo de mais alta ordem
considerado. Por exemplo, com topo em 10 hPa e considerar as classes 0, 1 e 2, deve-se utilizar
pelo menos 48 camadas. Como o topo em 10 hPa é o caso do MONAN, e o modelo tem 55
camadas, o MONAN estaria resolvendo bem as interagdes entre os modos verticais das classes
0, 1 e 2 e dos poucos primeiros modos da classe 3. Ja O BAMHY com 64 camadas, estaria
resolvendo bem as interacdes entre os modos verticais das classes 0 e 1 e 0s 11 primeiros da
classe 2. Os modos cujas interagcdes verticais ndo estao sendo bem resolvidas das classes 3 e
4, estdo relacionados a processos de camada limite e de superficie. Salienta-se que as estruturas
verticais dos modos associados as alturas equivalentes dadas na tabela A.1 tem comportamento
semelhante aos dos modos apresentados na figura 5. Entdo, a medida que o modo fica mais
interno, mais zeros possui e sua estrutura fica com mais variacéo vertical, entdo € esperado que
para sua representacdo numeérica ficar ajustada a analitica, mais camadas verticais sao



necessarias. Para o célculo do nimero de camadas necessario para um topo em 10 hPa é
necessario relaxar a tolerancia para 2-2° = 2,98x108, que corresponderia a py — 0 ; topos mais
altos que esse torna a convergéncia muito dificil. Dado que a solucao é analitica, a classe 4 tem
infinitas alturas equivalentes e ndo sera considera aqui, mesmo porque quanto menor o H,, ,
mais dificil fica a convergéncia no calculo de K.

A seguir serdo discutidas as soluc¢des analiticas dos coeficientes espectrais dos termos nao-
lineares dos modelos. O modelo a ser considerado aqui sera de equacdes primitivas, global,
espectral, em coordenadas horizontais esféricas e verticais sigma. As equacdes apds o
procedimento de separacdo de variaveis na horizontal e vertical, onde as variaveis foram
expandidas de acordo com a equacao 7 considerando sigma no lugar da presséo (veja detalhes
em Andrade, 1994), tem a equacao A.4 para a estrutura vertical e a estrutura horizontal tem as
seguintes equacgbes, onde as equac¢bes da termodinamica, continuidade e hidrostéatica foram
manipuladas para se encontrar uma equacao para a altura geopotencial generalizada:

oty 9 0n _ Ay

—_— — ne v A.2
ot seng v, + cos@ 01 n (A.29)
ov ~ oh ~
—7 +seng @, + 9, a—; = Ry, (A-30)

- = R, A.31
Jt cos@ \ 04 + do ( )

onde:
(gHp)?

n = 0a A3

€ uma constante adimensional que caracteriza a natureza do escoamento horizontal, e
representa a razdo entre a velocidade de fase da onda de gravidade pura, para cada modo

vertical n, e a velocidade linear da superficie terrestre no equador, sendo (2 a velocidade angular
e a o raio médio da Terra.

As variaveis vento horizontal e geopotencial sdo adimensionalizadas em funcéo da velocidade
de fase da onda de gravidade pura e da profundidade equivalente, respectivamente, como

Un = ﬁn/(an)l/z; Up = ﬁn/(an)l/z e h, = En/Hn :

A variavel tempo t é adimensionalizada por 22 e os termos nao-lineares e forcantes em A.29
a A.31 também o sdo: R¥ = R¥/20; RY = RY/20;e R = —R'/20.

Para o caso homogéneo, os valores de RY, ﬁ;’l e ﬁfl‘ séo nulos, e o sistema de equagdes
governantes torna-se idéntico ao sistema de equacdes da agua rasa linearizadas sobre a esfera,
com um estado basico de repouso. As equacdes A.29 a A.31 mostram a evolugéo temporal dos
coeficientes de expansédo, enquanto as forcantes (parte ndo-linear) sdo representadas pelos
termos advectivos e pelas contribuicdes das fontes e sumidouros de energia. A deducéo das
equacgOes apresentadas neste item pode ser encontrada em Andrade (1994).

A seguir serdo apresentados os termos a direita das equacdes A.29 a A.31, apds a expansao
dada nas equactes 11 e 12 para sigma. O termo a direita da equacgéo A.29 do movimento zonal
sera dividido da seguinte forma:



Ry =R}, + R, + Ry, + R,. (A.33)

O termo RY,, representa a advecgado horizontal do vento zonal e é dado por:

aum a(um cos @) Yemn®emn
—X¢ Xm [ue ” cos o (A.34)
onde o termo adimensional J,,,, € dado por:
_ [gH)(gHm]"/?

que para o caso £ =m =n essa equagdo se reduz para a equacédo A.32; € Qpmn € 0
coeficiente de interacio tripla que representa a troca de energia dos modos £ e m para o modo
vertical n, dado por:

1
Qemn = [}, Wo(0) ¥ () ¥o(0)do. (A36)

A solucéo analitica do coeficiente a,,,, € obtida através das solu¢fes analiticas da estrutura
vertical dadas nas equagdes A.19, A.21, A.26 e A.28 e considerando a equacéo A.6.

O segundo termo da equacéo A.33 envolve o desvio do campo de temperatura e é dado por:

" cosg Zm [( Zf: @) g;g ﬁmmn)(mn] , (A.37)

onde Tm é o coeficiente de decomposicéo vertical de T. Pode ser mostrado que (Andrade,1994):
=1 — a1
n(ps/Ps) = gz [Mn¥n(l) — (A.38)

E o coeficiente Y;,n representa a troca de energia dos modos m e n, resultante da variagéo
vertical de temperatura do modo m, e é dado por:

1 aw,
Xon = 0 — Pndo, (A.39)

or

A solugéo analitica do coeficiente x,,, € obtida através das solu¢des analiticas da estrutura
vertical dadas nas equagdes A.19, A.21, A.26 e A.28 e considerando a equacéo A.6.

O terceiro termo da equacéo A.33 envolve a adveccéo da presséo a superficie e € dado por:

d(up cos @)
dp

u __ Q 6ug

2Q

] VomnTomn -
(A.40)



onde o coeficiente T,,,, representa a transferéncia de energia para o modo vertical n devido a
interacdo entre a velocidade horizontal do modo vertical £ e derivada do modo vertical modo
vertical m, dado por:

1 AW,
Tomn = faT Be(0) “do ¥ndo, (A.41)

onde
B, (0) = fal Y,do — (1 — o) falT Y, do, (A.42)

com

Be(1) =0 e By(or) = o7 falT Y,do .

As solugdes analiticas do coeficiente T,,,, € de B,(c) sdo obtidas através das solucées
analiticas da estrutura vertical dadas nas equacfes A.19, A.21, A.26 e A.28 e considerando a
equacéo A.6.

O quarto termo da equacédo A.33 representa uma dissipacdo de momentum tipo Rayleigh, e é
dado por:

Rzitn = - Z€ Zm A% U pmnQemn - (A.43)

onde A$ € o coeficiente de dissipacdo de momentum zonal adimensionalizado como

Ij:aﬁlj/gHg , € representa a decomposicdo vertical do coeficiente de dissipacao,
considerado variando na vertical.

O termo a direita da equacao A.30 do movimento meridional sera dividido da seguinte forma:
RY, =R{,+ R}, +RY, +R.,. (A.44)
O termo RY,, representa a advecgado horizontal do vento zonal e é dado por:

v 0 (v, cos @) 2 2 ] Yomne
v m m mn%fmn
= — Up—+vy)y——m+\(uy, + v senY | —————, A.45

onde Ypmn € apmn foram definidos nas equagdes A.35 e A.36, respectivamente.

O termo RY,, da equagdo do movimento meridional A.33 tem uma expressado similar a obtida
para o forcante zonal equacéo A.37, trocando-se cos @dA por d¢, o que néo influencia nos

coeficientes verticais. Ja os termos RY, e RZn sao expressos de forma anéloga as equacdes

A.40 e A.43, substituindo-se a variavel U,, por V,,, e A’j por AZ em B.43, o que também
nao afeta os coeficientes verticais.

O termo a direita da equacéo A.31 da altura sera dividido da seguinte forma:
RF =RE +RE +RE +RR. (A.46)

O termo an representa a advecc¢ao horizontal de altura e é dado por:



Ohm d(hy, cos @)
RY, = Zezmﬁe [( Ug—r TV T) (Eomn—%omn) +

cos @

(hm - ZC:: @) (a(;t’ + a(u{)aiss go)) (Wemn—K Wmn)] ) (A.47)

O coeficiente de interacéo &,,,, representa as trocas de energia entre os modos verticais €, m
e n advindas da variagéo vertical do campo de temperatura e € dado por:

= =1 c—oc——VY, do. A.48
gt’mn R4S Jor do do n ( )

Os coeficientes de interacdo wy;,mn € Nemn S@0 relacionados ao movimento vertical € Wy, €
expresso por:

tmn = 3 Joy g Be(@) 0 5 (0522 Wl (45

com [,(0) definido na equagéo A.42. O coeficiente 1, tem a forma:

_ 9gHm d [ _d¥m\ AWy,
Nemn = R4S Jor do 0,(0) (J do ) LP{JO'_dO_ ]LpndO', (A.50)
com
1 1
83(0’) = fo_ Lpng' — fO’T lI{ng', (A.51)
sendo

0,(1) = — falT W,do e 8,(cp) =0

As solugdes analiticas do coeficiente &y, Womn, Nemn € de 8,(0) séo obtidas através das
solucBes analiticas da estrutura vertical dadas nas equacbes A.19, A.21, A.26 e A28 e
considerando a equagéo A.6.

O termo R;’n da equacdo A.46 provem de termos ndo-lineares da equacédo da Termodinamica
relacionados com a velocidade vertical, e € dado por:

h _ 0Q oQ
Ry = 2%, 8, (1 2+ vy cos 9 22) x
RyTm
Zm (an + (hm - gi—lm ) [K(a{’mn - fﬁmn - nfmn) + wfmn])

(A.52)

Os coeficientes Upmn » pmn » Opmn € Nemn foram definidos nas equagdes A.36, A.48, A.49
e A.50, respectivamente.

O termo R n, da equacdo A.46 esta relacionado com um resfriamento Newtoniano na equagéo
da energia Termodlnamlca e é dado por:



Rii%ln = Z{’ Zm AE [(hm - I;ﬁ: Q) (a{’mn - ff’mn) + T?T (ai’mn —2 Q{’mn)] :

(A.53)

onde AE representa a decomposicao vertical do coeficiente de resfriamento Newtoniano,
considerado variando com a altura, e € adimensionalizado por AL = E/ZQ , €

1 AW,
Ormn = faT oW, —= W, do. (A.54)

A solugéo analitica do coeficiente ©,,,, €é obtida através das solu¢Bes analiticas da estrutura
vertical dadas nas equagdes A.19, A.21, A.26 e A.28 e considerando a equacéo A.6.

O termo Rffn da equacao A.46 esta relacionado com o aquecimento diabatico na equacédo da
energia Termodinamica, e é dado por:

Rzrlln = Zm Qm (an + 5mn) , (A.55)

onde &,,, € o delta de Dirac e Q,, €é expansdo vertical da derivada vertical do termo de
aquecimento da equacdo da Termodindmica o qual €é adimensionalizado tal que

Q,, = (aQ/aa)m/ms'cp .

O calculo analitico dos coeficientes Xpmn » Temn » Semn » Pemn » Comn » Nemn » Xmn » Be(0) €
0,(0) ¢é baseado nas autofuncdes analiticas Z,,(§) , mas suas equagdes sdo integrais em o

das autofungdes W, (o) . Entéo, ha que se fazer uma mudanca de variaveis tal que:

tn = [ f (W, 0)do = [T g(Zy, )dE. (A56)

onde a,, representa os citados coeficientes. Como Z,,(§) tem forma analitica exponencial para
0 modo externo e senoidal para os modos internos, a segunda integral de A.56 pode ser resolvida
analiticamente. Porém, os modelos globais sdo resolvidos em camadas verticais, de forma que
para se saber o niumero de camadas que representam bem as interacdes entre os modos
verticais associadas a esses coeficientes, pode-se realizar uma quadratura gaussiana da
segunda integral em A.56 e, com uma tolerancia especificada, determinar quantos niveis
verticais sdo necessarios (no minimo) para que essa integral analitica seja bem representada
pelo seu calculo através da quadratura gaussiana. Para tanto, uma nova mudanca de variaveis
€ necessaria para que 0s niveis verticais variem entre -1 e 1 e possa-se calcular as alturas
gaussianas correspondentes. Essa mudanca de variaveis é dada por:

u=28&/ér—1, (A57)

deondese E =0,u=—-1ese { =¢&;,u=1,easegundaintegral em A.56 fica:

5T g(Zn(©),6)dE = [*, g(Zn(w), W = TK_, gy .. (A58)

Onde @; € o peso gaussiano associado as alturas gaussianas (U ou &, ou gy ou py) tal que:



He =28 /Sr— 1=
2Ino,/Inor —1 =

2(npy —Inpg)/(npr —Inps) — 1 . (A.59)

A tabela A.1 apresenta valores minimos de K considerado p; =50 (valor de Fulton e Schubert,
1980), 10 (MONAN) e 0,11 hPa (BAMH) tal que a quadratura gaussiana em B.58 seja precisa
com uma tolerancia de 226 = 1,49x108. Essa tolerancia foi testada e considerada suficiente para
essa analise. Levando-se em conta apenas classes 0, 1 e 2, tem-se que para o topo em 50 hPa,

Hio(s0) =11,79 me K = 34; para o topo em 10 hPa, H;5(19) =10,04 me K =50 e para o topo
em 0,11 hPa, Hyg(0,11) =10,52 me K = 86. Logo, 0 MONAN com 55 camadas representa bem

essas as interacdes entre essas 3 classes e entre os primeiros modos da classe 3. J4& o BAMH
com 64 camadas, representa bem as intera¢des entre os modos da classe 0 e 1, e dos primeiros
11 modos de 22 da classe 2, dentro da tolerancia especificada. Ressalta-se que apesar do
namero de camadas verticais dos modelos serem relativamente bons, as camadas ndao sao

gaussianas na vertical. Destaca-se, também, que os valores de H,, permanecem os mesmos
para outros valores de tolerancia, ou seja, uma tolerancia maior ou menor nao afeta os valores
das alturas equivalentes, nem a estrutura vertical analitica correspondente, para um dado topo.

Os coeficientes Qpmn » Temn » Stmn » Wemn € Nemn SA0 0S que determinam o nimero de
niveis verticais para que a solucado numérica seja compativel com a analitica e para todos se

obtém o mesmo K. Portanto, para exemplificar os célculos analitico e numéricos sera analisado
o coeficiente ayy,y,, lembrando que do = —expédé,quandooc =1=¢=0e0 =0 =

§ =¢reque Wy(0) = exp(—$/2) Zy($) , entdo:

omn = [, Wo(0) W (0) Pn(0)do =
— ¢ Ze(8) exp(—§/2) Zyn(§) exp(—§/2) Z, (§) exp(—¢/2) exp § d€ =

S5 2 (&) 2o (€) Zy (€) exp(—£/2) dE =~
~ YK 1 Zo(E) 2 (§)Zn (&) exp(—E/2) . (A.60)

As expressOes para Z,(§) séo as dadas pelas equagdes A.19, A.21, A.26 e A.28, podendo-
se, entdo, calcular a ultima integral em ¢ de A.60 de forma analitica e a somatéria final da

equacdo A.60 de forma numérica para verificar a quantidade minima de camadas (K)
necessarias para se ter o mesmo resultado que o analitico dentro da tolerancia especificada.
Essa quantidade de camadas se refere ao modelo. O teste de convergéncia para os valores de

K é rigoroso e é realizado para todos os £, m e n, isto é, todos os modos terdo que convergir.

Na figura A.1 encontra-se o estado basico analitico da temperatura e da estabilidade estatica em
coordenadas ¢ = In(ps/p) para p;=10 hPa; o eixo vertical foi expresso em termos de press&o
para facilidade de entendimento (veja equagéo A.59). A temperatura T (&) diminui, de acordo

com a equacdo A.61 a seguir, e a estabilidade estadtica S é constante com a altura. A
temperatura basica analitica (K) € dada por:

T(§) = (Ts — Too) exp(—ké) + T, (A.61)
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Figura A.1 — Estado Basico Analitico da Temperatura (A) e da Estabilidade Estatica (B) para
pr=10 hPa.
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Figura A.2 — Estruturas Verticais Analiticas das Autofungdes Z,(¢) para pr=10 hPa e classes
0,1e?2.
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Figura A.3 — Estruturas Verticais Analiticas das Autofungées W, (¢) = Z,(¢) exp(¢/2) para
pr=10 hPa e classes 0, 1 e 2.

As figuras A.2 e A.3 mostram as estruturas verticais analiticas das autofuncdes Z,(§) e
Y, (&) =Z,(&) exp(&/2) para as classes 0 (2 modos), 1 (3 modos) e 2 (11 modos). O
comportamento é semelhante aos modos verticais mostrados a figura 6, porém h& uma variacéo
vertical mais suave e para Z,(¢) as amplitudes analiticas permanecem as mesmas com a
altura e para W, (¢) as amplitudes analiticas crescem com a altura com méaximo no topo, ao
contrario dos modos numéricos da figura 6. Se ndo houvesse topo, as amplitudes de W,,(§)
tenderiam a infinito e ndo seria possivel uma solucdo analitica, ou seja, a solu¢do analitica s6 se
tornou viavel pela imposicédo de um topo, coerente com a aproximacao de pouca profundidade
das equacdes primitivas. Esse crescimento com a altura também se deve ao fato de que a
estabilidade estatica é constante e torna-se baixa para altos niveis.

Os coeficientes Apmn » Xmn © Temn Nas equagdes A.34, A.37, A.40 e A.43 do movimento

zonal e as correspondentes para o movimento meridional, estdo multiplicados por U,y
(equacgédo A.35). Entdo, o que determina a interacdo € esse produto, ou seja, por exemplo:

’ —
Apmn = Yemn Xemn - (A.62)



Note que em a,,,, (equacdo A.36) para £, m e n distintos entre si, qualquer troca entre eles
resulta no mesmo valor. Porém, para ay,,, , como tem U,,, em sua definigdo, o valor s6
permanece o mesmo se trocarmos £ por m com o mesmo N, pois na definicdo de 9
(veja equagao A.35) ha o produto H, H,, no numerador e H,, no denominador; portanto, a
troca Y por m n&o altera o produto do numerador, porém trocar £ ou m por n altera o
numerador e o denominador, mudando o valor de aj,,,. Entdo, pode-se escrever que:

’ Y
Xpmn = Amen -

Nas tabelas A.2 (py = 50 hPa; Fulton e Schubert, 1980) e A.3 (pr = 10 hPa; modelo MONAN)
encontram-se os principais valores de a,,,, para os modos das classes 0, 1 e 2 e na tabela
A.4 (pr = 0,11 hPa; modelo BAMH) para os modos da classe 0. S&o apresentados somente
esses valores como exemplo, pois seriam muitos ao se considerar um espectro modal maior.
Nas tabelas, quando os valores de £ , m e n ficam maiores que 10, foram usadas virgulas para
evitar ma interpretacdo. Os valores principais de a}mn dados na tabela A.2 sdo tais que (., =
Qpon, 1 = 0, com média de 0,3821 e ®jpq » X111 » Ap—11n = Xn—1n » 1 = 2, COM mMédia em
valor absoluto de 0,1330, os demais coeficientes séo de ordem menor. Os maiores coeficientes
de interacdo séo para a interacao nao-linear entre o modo externo e dois internos iguais, a seguir
tem-se a interacao ndo-linear entre 0 modo externo com ele mesmo e com o primeiro interno, a
interacao n&o-linear tripla entre o primeiro modo interno e a interagédo nao-linear entre o primeiro
modo interno e dois outros internos com indices verticais consecutivos, diferentes do primeiro.

Tabela A.2 — Principais Coeficientes de Interagéo Nao-linear para pr = 50 hPa e
classes 0 (Hy e Hy), 1 (H, e H3) e 2 (H, a Hy).

lapn] > 0,1 pr = 50 hPa
@01 = -0,1756
oo = 0,3549 Xy = A1p1 = 0,4005

11, = -0,1474

Alyy = Wby = 0,3874 | sz = ahys = 0,3843
ay,, = 0,1857 1,3 = Ap13 = 0,1416

CZ(’)4_4_ == a4,1_04 ES 0,3832 a(l)ss == aéos == 0,3826

C((,)66 = aé06 =0,3823 a(l)77 = a',707 = 0,3821
Ay56 = U516 =0,1129 | @147 = Qgq7 = 0,1097

Apgg = (gog = 0,3820 | @gg9 = dgpg = 0,3819
)8 = Ahig = 0,1074 | ajgg = Agiy = 0,1057

Salienta-se que para topos mais altos (tabelas A.3 e A.4) esse padrao muda, embora essas
interacbes nao-lineares continuem a ser importantes, mas surgem outras que também sao

relevantes. Os valores do primeiro tipo para py = 0,11 hPa aumentam consideravelmente, mas



o segundo tipo fica maior, em médulo, que o primeiro, em geral. Surgem, ainda, outros tipos
relevantes com Ia}mnl > 0,1. Entao, parece crucial que os modelos tenham topos relativamente
altos para melhor representar a interacdo nao-linear entre os modos verticais.

Tabela A.3 — Principais Coeficientes de Interagéo N&ao-linear para pr = 10 hPa e
classes 0 (Hy e Hy), 1 (H, a Hy) e 2 (Hs a Hy5).

|apn] > 0,1

pr = 10 hPa

oo = 0,3569

Qgpoq = -0,1702
Qo1 = Q191 = 0,4470
ai1, = -0,3576
A1y = App1 = 0,1226

®Xp1p = Aqp = -0,1061
a(,)zz = aéoz = 0,4222
al,, = 0,3528

! ilZ ! _
d1p7 = Ayq1, = -0,2536
3, = A31, = 0,1327

(o33 = A3093 = 0,4149
Qip3 = Q313 = 0,2766
Q33 = Q313 = -0,2315
Q43 = Ayq3 = 0,1423
Q5,3 =-0,1340

Qoaq = Ayos = 0,4120
(134 = X314 = 0,2459
X144 = 04y =-0,2238
(154 = Acqq = 0,1492
Q354 = 0,1985

Apss = Acos = 0,4106
Q145 = Quq5 = 0,2300
Qiss = Agqs = -0,2203
Aigs = Ugqys = 0,1542
(35 = A3, = 0,1670

Xpee = Agoe = 0,4098
Aisg = Anqg = 0,2204
Aige = Ag16 = -0,2183
Q176 = Q716 = 0,1579
Apae = Ayre = 0,1506
@336 = 0,1355

Ay77 = Ay = 0,4093
Qg7 = Agq7 = 0,2140
Ai77 = 07 =-0,2172
Qg7 = Qg7 = 0,1608
(Ays7 = Aryy = 0,1405
347 = Q37 = 0,1190

Qpgg = Agog = 0,4090
175 = Ay, = 0,2094
Qjgg = (g1g = -0,2124
Q195 = ®g1g = 0,1631
Aeg = Apeg = 0,1338
Q3cq = Aizg = 0,1089
@445 = 0,1025

Qpgg = Agpe = 0,4088
g9 = Ag19 = 0,2060
Q199 = A1 = -0,2159
1,100 = A10,1,0 = 0,1649
Ay79 = Ayp9 = 0,1290
X369 = X369 = 0,1021

! _ ! _
®p,10,10 = X10,0,10 = 0,4086
/ o _
19,10 = %9110 — 0,2033
! _ ! _
11010 = %10,1,10 = -0,2156

! — / _
@p11,11 = A11,0,11 = 0,4085

! _ / _
@1,10,11 = ®10,1,11 = 0,2012

! _ / _
11111 = X11,1,11 = -0,2153




; T _
a1,11,10 = X11,1,10 = 0,1665
’ o _
Q2810 = Ag210 — 0,1253

; _ _

A1,1211 = 121,11 = 0,1678
’ o _

811 = Agp11 = 0,1225

! _ ! — ! — !/ —_
Q12,12 = ®12,012 = 0,4084 | ap 1313 = A130,13 = 0,4083
/ o _ / —_ ! —
A111,12 = 111,12 = 0,1995 | @3 1213 = A121,13 = 0,1981
/ o _ / —_ ! —
A1,12,12 = A12,1,12 = -0,2151 | @3 1313 = Q131,13 = -0,2148
! _ ! — !/ — !/ —_
Q11312 = ®131,12 = 0,1689 | &1 1413 = A14113 = 0,1698
! _ ! — ! — !/ —_
®31012 = X102,12 = 0,1202 | @3 1113 = Q11,213 = 0,1184
’ o _
Q0,14,14 = ®14,014 — 0,4083 | . _
a = = 00,4082
/ o _ 0,15,15 15,0,15
Q11314 = 131,14 = 0,1968 : o — 0.1958
1 o _ ¥1,14,15 = X14,1,15 = U,
A1,1414 = X141,14 = -0,2147 | p
a " 11515 = X151,15 = -0,2147
al = qa = 0,1706 e e
1,15,14 15,1,15 , 5 _
/ o — 0.1169 1315 = ®13215 — 0,1156
212,14 = X12214 = U,

Tabela A.4 — Principais Coeficientes de Interagéo N&o-linear para pr = 0,11 hPa e

classe 0 (H, a H3).

|aomn] > 0,1

pr = 0,11 hPa

Qoo = 0,3449
@10 = 0,1818

Qpo, = -0,1335
CZ(’)ll = 6(101 = 0,6402
Ay = Ay, = -0,1064

a1 = -1,8974
a; 1—11a’ = 0,8652

121 — %211 — Y
a131 == aéll == '0,1623
ab,, =-0,8661
o’ 2—2105’ = -0,4249

231 — Y321 — '
a§31 - '0,4307

®Xp12 = Aqpy = -0,2068

Qppy = Ay, = 0,6151

o3y = A3, = -0,1182
! —

’ a_112 = 1,_6815
A1y = Apqp = -1, 6831
@3, = X315, = 0,8258

., = 1,1130
Q35 = A39, = -0,7626
@33, = 0,4969

Qpp3 = Apg3 = -0,2123
a633 == aéo?) - 0,5932
al,. =-0,5664
S = 1,4826

123 = Uz13 = 1,
(133 = X313 = -1,5029
ab,- = -1,3693
al 2—23a’ = 0,8922

233 — Y323 — Y%
aé33 = '0,5431




Apéndice B: Propriedades das Funcdes Associadas de Legendre Normalizadas

Sé&o apresentadas algumas propriedades das fungbes associadas de Legendre normalizadas
que foram utilizadas no desenvolvimento de equacfes apresentadas no texto principal.

As funcdes associadas de Legendre normalizadas de grau m e ordem s Sao expressas por:

Py(u) = [ (w? —1m, (B.1)

onde u=sing, ¢ é a latitude e (1 — u?)/? = cos ¢ . Essas funcdes formam uma base
completa com a seguinte propriedade de ortonormalidade no intervalo —1 < u < 1:

(2m+1)(m—s)!] 1/2 (1_u2)5/2 amts
2 (m+s)! 2Mam!  d uymts

1
f—l Prfl(.u) qu(.u) d.u = 5m,q ; (B.2)
onde &,, 4 € o delta de Kronecker. Considerando:
1/2
s _ (m 2)

Uma propriedade importante das funcdes associadas de Legendre é que (veja figura ):

P3(u) =0sem<s. (B.4)

As seguintes propriedades e relacdes de recorréncia que podem ser encontradas em tabelas
matematicas:

ma1 P (W) — uBa (W) + Eq Py (W) = 0, (B.5)
. DPn(p) = (m + DEx Py (W) — MEG 1 Py (W) (B.6)
onae
_ a — (1 — 2y %
D) =cospt( ) =-p)2( ), 7
VZPn(u) = —-m(m+1) By(u), (B.8)
onde
2 _[a _o2n d
()= [a-mE] -0 ®9)
e
(uV? 4+ D) Py(w) = —(m — 1)(m + 1)E; Py, () —
m(m + 2)Ep 1 Pmy (1) (B.10)

Para o calculo dos P (i) usando a relagdo de recorréncia B.5, reescreve-se B.5 da seguinte
forma:

Pov1() = (W/Eqi )P () + (B /Epv1) Pr—1 () (B.11)

primeiro calcula-se P’ (1) , que usando a equago B.1 da:



PS(u) = & (1 — pu?)s/2, (B.12)
Es+1 = & [(2s +3)/(2s + 2)]V/2, (B.13)

& = (1/2)V2. (B.14)

onde

com

Fazendo m = s em B.11 e considerando B.4 encontra-se:

P () = (W/ES )P (u) . (B.15)

Com PS(u) de B.12 e PZ ,(u) de B.15 pode-se calcular PS ,(u) usando B.11 e assim
sucessivamente para os demais P (i) com m = s + 2.



